Realna stevila — delovni list 1 Ime in priimek:

Delovni list 1: Racionalna sStevila niso polna

V analizi pogosto uporabljamo trditev, da ima vsaka neprazna navzgor omejena mnozica
supremum. Na tem listu boste ugotovili, ali to velja v racionalnih stevilih. V celotnem listu
naj bo

A={qeQ:q<0alig®<2}.

Naloga 1 (ogrevanje). Za vsako Stevilo izracunajte kvadrat in odlodite, ali je v A.

7 3 17
q 1 5 2 12 =5
2
qge A?

Naloga 2. Ali je mnozica A navzgor omejena? ZapiSite tri razlicne racionalne zgornje meje mnozice

A.

Naloga 3. Dokazite: /2 ni racionalno.

Naloga 4 (vedno boljsi priblizek). Za pozitiven ¢ € Q definiramo
; 2q+2
q+2°

a) Izracunajte ¢’ za ¢ = 1, nato za dobljeni ¢’ in Se enkrat. Ali so dobljena sStevila v A?

b) Izracunajte ¢’ za ¢ = 3. Je 3 zgornja meja za A? Je ¢ zgornja meja? Kateri je manjgi?

c) Algebrsko preverite
2 _ 2(q2 — 2) ! 2— q2
°—2=—"—+3" = .

(¢+2)
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Naloga 5 (sklep). S pomocjo prejsnje naloge utemeljite:

a) Mnozica A nima najvecjega elementa. (Namig: ce je g € A in g > 0, kaj velja za ¢'?)

b) Med racionalnimi zgornjimi mejami mnozice A ni najmanjse.

c¢) Ali ima A supremum v Q7

% Naloga 6. Funkcija f(x) = 2% — 2 je na [1,2] zvezna, f(1) < 0 in f(2) > 0. Ali ima ni¢lo, ¢e
gledamo le racionalne x7? Kateri izrek iz analize v QQ torej ne velja?

% Naloga 7. Zaporedje 1, %, %, %—‘;, ... iz naloge 4 je narasc¢ajocCe in omejeno. Ali ima limito v Q?
Zakaj ne?

Kaj smo spoznali

Dopolnite.

1. Mnozica A je navzgor omejena, v Q pa nima

2. Vsak racionalni priblizek za v/2 lahko : v A ni najveCjega elementa, med
zgornjimi mejami ni

3. Zato v Q ne velja izrek o , prav tako ne izrek o vmesnih vrednostih in izrek
o konvergenci monotonih omejenih zaporedij.

4. Racionalna stevila imajo . Za analizo potrebujemo vec¢jo mnozico Stevil, v kateri
ima vsaka neprazna navzgor omejena mnozica supremum.
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Delovni list 2: Rezi — Stevila kot mnozice

Na listu 1 smo nasli luknjo v Q. Luknje ne moremo opisati s Stevilom, ki ga Se nimamo. Lahko
pa jo opiSemo z mnozico vseh racionalnih stevil, ki lezijo levo od nje.

Naloga 1 (slika). Na stevilski premici prereZite premico tam, kjer bi moralo biti /2, in pobarvajte
racionalna stevila levo od reza. Pobarvano mnozico opisite z neena¢bami, v katerih nastopajo le
racionalna stevila.

[a)
—
polew 4
[\)

Definicija. Mnozica a C Q je rez, ¢e velja:

(R1) a#0ina#£Q,

(R2) ¢ejepeainqge Q, ¢ < p, potem je q € «,
(R3) « nima najvecjega elementa.

Zar € Qoznacimor* ={qgeQ:q<r}.

Naloga 2 (kaj je rez?). Za vsako mnozico ugotovite, ali je rez. Ce ni, napisite, kateri pogoj je
krsen. Povsod je g € Q.

Mnozica Rez? Krsen pogoj

{a:q<3}
{g:9¢<3}
{g:q>0}
{g:qg<0ali¢<2}
{g:¢* <2}

Q

{g:q<0}u{l}
{g:q¢<0alig<5}
{a:q<
{a:q<

za neki n € N}

3= 3=

za vse n € N}
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Naloga 3 (zakaj pogoj (R3)?). Mnozici {q: ¢ < 1} in {q : ¢ < 1} se razlikujeta le v enem
elementu. Kateremu Stevilu bi ustrezala vsaka od njiju? Kaj bi se zgodilo, ¢e pogoja (R3) ne bi
zahtevali? Ali poznate podobno tezavo pri decimalnih zapisih?

Naloga 4 (osnovna lema). Naj bo a rez, p € a in ¢ ¢ o. Dokazite, da je p < q. (Namig: kaj bi
sledilo iz (R2), ce bi bil ¢ < p?) Narisite, kaj lema pove na sliki.

Naloga 5 (racionalni rezi).

a) Dokazite, da je r* rez.

b) Kateri rezi iz naloge 2 so oblike r*?

c) Alijerez {q:q <0 ali ¢> < 2} oblike r*? Utemeljite s pomocjo lista 1.

% Naloga 6. Zapisite rez, ki ustreza Stevilu v/3+ 1, z neenac¢bami, v katerih nastopajo le racionalna
Stevila.

Kaj smo spoznali

Dopolnite.

1. Luknjo ali stevilo opiSemo z mnozico vseh racionalnih stevil . Taki mnozici
recemo

2. Pogoj (R2) pove, da rez vsebuje vsa racionalna stevila levo od svojih elementov. Pogoj (R3)

zagotovi, da ima vsako Stevilo zapis.
3. Vsak element reza je od vsakega racionalnega Stevila, ki ni v rezu.
4. Racionalnemu Stevilu r ustreza rez r*. Rez za /2 te oblike.

5. Realna stevila definiramo kot
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Delovni list 3: Urejenost, polnost in sestevanje

R definiramo kot mnozico vseh rezov. Preverili bomo, da se z rezi da primerjati, iskati supre-
mume in racunati. Kot na listu 2 jer* ={qg€ Q: ¢ <r}.

A: Urejenost in polnost

Definicija. Za reza «, 8 je a < 8 natanko tedaj, ko a C £.

*
Naloga 1. Na isto premico narisite reza 1* in (%) ter rez za /2. Uredite jih po velikosti. Zakaj
je smiselno, da je manjsi rez podmnozica vecjega?

0 1

NI +
[\]

Naloga 2 (vsaka dva reza sta primerljiva). Naj bosta «, 5 reza in o € §. Dopolnite dokaz,
da je 8 C a.
. Ker a Z 3, obstaja p, za katerega je p € inp¢ .

. Naj bo g € 8. Po osnovni lemi z lista 2 (uporabljeni za () je g .

. Ker je p € o in q < p, iz pogoja sledi g € a.

_ W N =

. Torej je 8 C a.

Za poljubni mnozici to ne velja. Pois¢ite dve podmnozici Q, od katerih nobena ni vsebovana v
drugi.

Naloga 3 (supremum kot unija).

a) Naj bo & = {(1— 1)*: n € N}. Izracunajte unijo vseh rezov iz «/. Kateri rez dobite? Ali je
to supremum druZine .77

b) Najbo & = {r*:r € Q, » >0, 72> < 2}. Izra¢unajte unijo. Primerjajte z listom 1: kaj se je
zgodilo z luknjo?
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Naloga 4 (izrek o supremumu). Naj bo &/ neprazna druzina rezov in [ rez, da je a C 3 za vse
a € /. Naj bo
v = U Q.

acd
a) v # 0, ker

b) v # Q, ker je v C in £ Q.
Pogoj (R2): ¢ejepey,jepEazanekia € &/. Zag<pjeq¢€ , torej q € 7.

C

)
)
)
)

d) Pogoj (R3): dokazite, da  nima najvecjega elementa.

e) Utemeljite, da je v zgornja meja za <7 .
f) Naj bo d katerakoli zgornja meja za 7. Utemeljite, da je v C 4.

g) Kaj ste s tem dokazali?

*
% Naloga 5. Ali je presek rezov (%) , n €N, rez? Kaj to pove o iskanju infimuma s presekom?

B: Sestevanje

Definicija. Za reza «, (3 je

a+f={a+b:aca, bef}.

Naloga 6. Preverite, da je 1* 4+ 2* = 3*.

a) Pokazite inkluzijo C.

b) Za inkluzijo O: naj bo ¢ < 3. Poiscite a < 1 in b < 2, da je a+b = q. (Namig: razliko 3 — q
razdelite na pol.)
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Naloga 7. Dokazite, da je a+ 3 rez za poljubna reza «, 3. Pri pogoju o + 8 # Q uporabite p ¢ «
in g ¢ 8 ter pokazite, da p+q ¢ o + 5.

Naloga 8 (ni¢la). Naj bo 0" = {q: ¢ < 0}. Dokazite o + 0* = av.

C: Cejeacainqg<0,zakajjea+qca?

D: Naj bo p € a. Kateri pogoj iz definicije reza zagotovi, da obstaja r € o, r > p? Zapisite p kot
vsoto elementa « in elementa 0*.

* Naloga 9 (iS€emo nasprotni element).

a) Prvi predlog: —a = {—p:p ¢ a}. Izracunajte to mnozico za o = 1*. Ali je rez? Kateri pogoj
je krsen?

b) Popravljena definicija:
—a={peQ:obstajar >0, daje —p—r¢a}.

Izracunajte —a za o = 1*. Ali dobite (—1)*?

¢) S svojimi besedami pojasnite, ¢emu sluzi Stevilo 7.

% Naloga 10. Dokazite o 4+ (—a) C 0*.
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Kaj smo spoznali

Dopolnite.

1. Supremum navzgor omejene druzine rezov je njihova . Zato ima R lastnost
supremuma in luknja z lista 1 je

2. Vsoto rezov dobimo s seStevanjem elementov. Nicla je rez

3. Mnozenje in preostali aksiomi polja se preverijo podobno, le z ve¢ primeri. Skupaj dobimo:
rezi tvorijo , ki vsebuje Q.




