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Realna !tevila – delovni list 1 Ime in priimek:

Delovni list 1: Racionalna !tevila niso polna

V analizi pogosto uporabljamo trditev, da ima vsaka neprazna navzgor omejena mno"ica
supremum. Na tem listu boste ugotovili, ali to velja v racionalnih !tevilih. V celotnem listu
naj bo

A = { q → Q : q < 0 ali q2 < 2 }.

Naloga 1 (ogrevanje). Za vsako !tevilo izra#unajte kvadrat in odlo#ite, ali je v A.

q 1 7
5

3
2

17
12 ↑5

q2

q → A ?

Naloga 2. Ali je mno"ica A navzgor omejena? Zapi!ite tri razli#ne racionalne zgornje meje mno"ice
A.

Naloga 3. Doka!ite:
↓

2 ni racionalno.

Naloga 4 (vedno bolj"i pribli!ek). Za pozitiven q → Q definiramo

q→ = 2q + 2
q + 2 .

a) Izra#unajte q→ za q = 1, nato za dobljeni q→ in !e enkrat. Ali so dobljena !tevila v A?

b) Izra#unajte q→ za q = 3
2 . Je 3

2 zgornja meja za A? Je q→ zgornja meja? Kateri je manj!i?

c) Algebrsko preverite

q→2 ↑ 2 = 2(q2 ↑ 2)
(q + 2)2 , q→ ↑ q = 2 ↑ q2

q + 2 .
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Realna !tevila – delovni list 1 Ime in priimek:

Naloga 5 (sklep). S pomo"jo prej!nje naloge utemeljite:

a) Mno#ica A nima najve"jega elementa. (Namig: !e je q → A in q > 0, kaj velja za q→?)

b) Med racionalnimi zgornjimi mejami mno#ice A ni najmanj!e.

c) Ali ima A supremum v Q?

↭ Naloga 6. Funkcija f(x) = x2 ↑ 2 je na [1, 2] zvezna, f(1) < 0 in f(2) > 0. Ali ima ni"lo, "e
gledamo le racionalne x? Kateri izrek iz analize v Q torej ne velja?

↭ Naloga 7. Zaporedje 1, 4
3 , 7

5 , 24
17 , . . . iz naloge 4 je nara!"ajo"e in omejeno. Ali ima limito v Q?

Zakaj ne?

Kaj smo spoznali

Dopolnite.

1. Mno#ica A je navzgor omejena, v Q pa nima .
2. Vsak racionalni pribli#ek za

↓
2 lahko : v A ni najve"jega elementa, med

zgornjimi mejami ni .
3. Zato v Q ne velja izrek o , prav tako ne izrek o vmesnih vrednostih in izrek

o konvergenci monotonih omejenih zaporedij.
4. Racionalna !tevila imajo . Za analizo potrebujemo ve"jo mno#ico !tevil, v kateri

ima vsaka neprazna navzgor omejena mno#ica supremum.
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Realna !tevila – delovni list 2 Ime in priimek:

Delovni list 2: Rezi – !tevila kot mno"ice

Na listu 1 smo na!li luknjo v Q. Luknje ne moremo opisati s !tevilom, ki ga !e nimamo. Lahko
pa jo opi!emo z mno#ico vseh racionalnih !tevil, ki le#ijo levo od nje.

Naloga 1 (slika). Na !tevilski premici prere#ite premico tam, kjer bi moralo biti
↓

2, in pobarvajte
racionalna !tevila levo od reza. Pobarvano mno#ico opi!ite z neena"bami, v katerih nastopajo le
racionalna !tevila.

0 1 3
2

2

Definicija. Mno#ica ω ↔ Q je rez, "e velja:

(R1) ω ↗= ↘ in ω ↗= Q,
(R2) "e je p → ω in q → Q, q < p, potem je q → ω,
(R3) ω nima najve"jega elementa.

Za r → Q ozna"imo r↑ = { q → Q : q < r }.

Naloga 2 (kaj je rez?). Za vsako mno#ico ugotovite, ali je rez. $e ni, napi!ite, kateri pogoj je
kr!en. Povsod je q → Q.

Mno#ica Rez? Kr!en pogoj

{q : q < 3}

{q : q ≃ 3}

{q : q > 0}

{q : q < 0 ali q2 < 2}

{q : q2 < 2}

Q

{q : q < 0} ⇐ {1}

{q : q < 0 ali q3 < 5}

{q : q < 1
n za neki n → N}

{q : q < 1
n za vse n → N}
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Realna !tevila – delovni list 2 Ime in priimek:

Naloga 3 (zakaj pogoj (R3)?). Mno#ici {q : q < 1} in {q : q ≃ 1} se razlikujeta le v enem
elementu. Kateremu "tevilu bi ustrezala vsaka od njiju? Kaj bi se zgodilo, "e pogoja (R3) ne bi
zahtevali? Ali poznate podobno te#avo pri decimalnih zapisih?

Naloga 4 (osnovna lema). Naj bo ω rez, p → ω in q /→ ω. Doka#ite, da je p < q. (Namig: kaj bi
sledilo iz (R2), !e bi bil q ≃ p?) Nari!ite, kaj lema pove na sliki.

Naloga 5 (racionalni rezi).

a) Doka#ite, da je r↑ rez.

b) Kateri rezi iz naloge 2 so oblike r↑?

c) Ali je rez {q : q < 0 ali q2 < 2} oblike r↑? Utemeljite s pomo"jo lista 1.

↭ Naloga 6. Zapi!ite rez, ki ustreza !tevilu
↓

3+1, z neena"bami, v katerih nastopajo le racionalna
!tevila.

Kaj smo spoznali

Dopolnite.

1. Luknjo ali !tevilo opi!emo z mno#ico vseh racionalnih !tevil . Taki mno#ici
re"emo .

2. Pogoj (R2) pove, da rez vsebuje vsa racionalna !tevila levo od svojih elementov. Pogoj (R3)
zagotovi, da ima vsako !tevilo zapis.

3. Vsak element reza je od vsakega racionalnega !tevila, ki ni v rezu.
4. Racionalnemu !tevilu r ustreza rez r↑. Rez za

↓
2 te oblike.

5. Realna !tevila definiramo kot .
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