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19.40.2026
Delovni list 3: Urejenost, polnost in sestevanje

R definiramo kot mnozico vseh rezov. Preverili bomo, da se z rezi da primerjati, iskati supre-
mume in racunati. Kot na listu 2 je r* = {g € Q: g < r}.

A: Urejenost in polnost

Definicija. Za reza «, 8 je a < 8 natanko tedaj, ko a C 3.

Naloga 1. Na isto premico nariSite reza 1* in (%) ter rez za /2. Uredite jih po velikosti. Zakaj

je smiselno, da je manjsi rez podmnozica vecjega?
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Naloga 2 (vsaka dva reza sta primerljiva). Naj bosta «, 5 reza in o € . Dopolnite dokaz,
da je 6 C a.

Ker a Z B, obstaja p, za kateregajepe o inp¢ /> .
Naj bo g € 5. Po osnovni lemi z lista 2 (uporabljeni za f3) je q < p.

Ker je p € a in g < p, iz pogoja (R'l) sledi ¢ € a.
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Torej je B C a.

Za poljubni mnozici to ne velja. Poiscite dve podmnozici Q, od katerih nobena ni vsebovana v
drugi.

Naloga 3 (supremum kot unija).

a) Naj bo & = {(1 — 1)*:n € N}. Izratunajte unijo vseh rezov iz «/. Kateri rez dobite? Ali je
to supremum druzine 27?7 &
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b) Naj bo & = {@: re€Q, r>0, r> < 2}. Izracunajte unijo. Primerjajte z listom 1: kaj se je
zgodilo z luknjo? N~ YN /
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Naloga 4 (izrek o supremumu). Naj bo & neprazna druzina rezov in f3 rez, da je a C 3 za vse
a € of. Naj bo
v = U Q.
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b) y#Q, kerjeyC 2 in_/2 +#Q

c) Pogoj (R2): ¢ejepEvy,jepEazanekiac /. Zag<pjeqe X torejq € 7.
)

d) Pogoj (R3): dokazite, da v nima najveCjega elementa. ‘
PéX“ Fob\\'ubem) 3 nek & 3 peX : kew o nimau maksimumg Jtore\[ >

?\eo()o(QX“ = F\>F—

e) Utemeljite, da je v zgornja meja za o7 .

\/mk e\zevmem_L aech \je veebovanm V UV\iJ'\' o Q_\ﬁ“_

f) Naj bo ¢ katerakoli zgornja meja za o/. Utemeljite, da je v C 9.
D D veebuje vee dE A Tovej vsebujQ tod; vm‘)'.‘lnovo UV),'\)C/_

g) Kaj ste s tem dokazali?

Vsake nepragnd  nevzgov omejena  mn. v R ime SUPREMUK

% Naloga 5. Ali je presek rezov (%)*, n € N, rez? Kaj to pove o iskanju infimuma s presekom?

DV.

B: Sestevanje

Definicija. Za reza o, 3 je

a+f={a+b:aca, bef}.

Naloga 6. Preverite, da je 1* + 2* = 3*.

a) Pokazite inkluzijo C.

b) Za inkluzijo D: naj bo ¢ < 3. Pois¢ite a < 1 in b < 2, da je a +b = q. (Namig: razliko 3 — q
razdelite na pol.)



Realna stevila — delovni list 3 Ime in priimek:

Naloga 7. Dokazite, da je o + 3 rez za poljubna reza «, 8. Pri pogoju o + 8 # Q uporabite p ¢ «
in ¢ ¢ (3 ter pokazite, da p+q ¢ a + 3.

Naloga 8 (ni¢la). Naj bo 0* = {q: ¢ < 0}. Dokazite o + 0* = «.

C: Cejea € ainq<0,zakajjea+qca?

D: Naj bo p € a. Kateri pogoj iz definicije reza zagotovi, da obstaja r € «, r > p? Zapisite p kot
vsoto elementa « in elementa 0.

% Naloga 9 (iS¢emo nasprotni element).

a) Prvi predlog: —a={—p:p ¢ a}. Izratunajte to mnozico za a = 1*. Ali je rez? Kateri pogoj
je krsen?

b) Popravljena definicija:
—a={peQ:obstajar >0, daje —p—1r¢a}.

Izracunajte —o za o = 1*. Ali dobite (—1)*?

c¢) S svojimi besedami pojasnite, ¢emu sluzi Stevilo 7.

% Naloga 10. Dokazite o + (—«) C 0*.
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Kaj smo spoznali

Dopolnite.

1. Supremum navzgor omejene druzine rezov je njihova _UMNIA | Zato ima R lastnost
supremuma in luknja z lista 1 je _Z2AFILMWENA

. . . U *
2. Vsoto rezov dobimo s seStevanjem elementov. Nicla jerez 0~ |
0 RSEGA

3. Mnozenje in preostali aksiomi (polja) se preverijo podobno, le z ve¢ primeri. Skupaj dobimo:

rezi tvorijo UREJE®™ 0@St6 | ki vsebuje Q.
L D
=




IDEVA  pokaza - DEDEKIND | REZ| y L. DELOVNI L|ST) ZEORA.

DerinvicnA t« Opsee 1 s Popobsce veEligta obseea R, CE UL
®<e® w Ce se

opcRAC F . NA @ UVEMATA
Z OPERACIIAMA v m

¢

+ @ e uveresey)  povoesee R, ce so
PoZITIVNA ST

V\K\K\

POLEG TEGA

v MNoZlc| Q RAVNO TISTA POE|TIVNA sVT‘
peipa DAJO Q.

»@Q, ~ Pozitivna ST, VQ@Q

- @)\_k:ﬂl*[\&
st. v &

. IR# n P02 (TIYNA



