Analiza 1

Povzetek 1. vaj

Dokazovanje z matemati¢no indukcijo

Kaj je matematicna indukcija?

Matematicna indukcija je dokazovalna metoda, ki jo uporabljamo za dokazovanje trditev, odvisnih od
naravnega stevila n. Ideja je podobna dominam: najprej dokaZemo, da pade prva domina, nato pa

pokaZemo, da pade tudi naslednja, ce je padla prejsnja.

Indukcijski dokaz je sestavljen iz dveh glavnih delov. V zacetnem koraku preverimo, da trditev velja za
prvo obravnavano vrednost n. V indukcijskem koraku predpostavimo, da trditev velja za neko naravno
stevilo k; tej predpostavki pravimo indukcijska predpostavka. Nato dokaZemo, da iz nje sledi veljavnost
trditve za k + 1.

Ce sta oba koraka pravilno izvedena, po nacelu matematicne indukcije sledi, da trditev velja za vsa
naravna Stevila v danem obmocju. Pri pisanju dokaza jasno oznacite zacetni korak, indukcijsko pred-

postavko in indukcijski korak.

Predloga za dokaz z matematiéno indukcijo

Naj bo P(n) trditev, ki jo zelimo dokazati za vsa naravna Stevila n > ny.

Zacetni korak. Preverimo trditev za n = ng. Trditev P(ng) pravi:
(zapisite trditev za n = ny).

To velja, ker ...

Indukcijski korak. Naj bo k > ng. Predpostavimo, da velja trditev P(k), to je
(zapisite, kaj pravi P(k)).

To predpostavko imenujemo indukcijska predpostavka.

Pokazati moramo, da velja tudi P(k + 1), to je
(zapisite, kaj pravi P(k + 1)).
Zactnemo z levo stranjo trditve P(k + 1):
leva stran trditve P(k+1) = ...

=... (po indukcijski predpostavki)

= desna stran trditve P(k + 1).

S tem smo dokazali trditev P(k + 1).

Sklep. Po nacelu matematic¢ne indukcije velja trditev P(n) za vsako naravno Stevilo n > ny.




Nacelo matematicne indukcije

' N\
Naj bo P(n) trditev, odvisna od naravnega Stevila n. Ce velja:

(i) P(no) je resni¢na za zacetno naravno Stevilo ng;

(ii) za vsak k > ng iz resnicnosti trditve P(k) sledi resni¢nost trditve P(k + 1),

potem je P(n) resni¢na za vsako naravno stevilo n > ny.
. J

Pri vsakem indukcijskem dokazu:

(i) jasno zapisite trditev P(n);
(ii) preverite zaCetni korak;
(iii) zapiSite indukeijsko predpostavko P(k);
(iv) natancno povejte, kaj morate dokazati, torej P(k + 1);

(v) oznadite, kje uporabite indukcijsko predpostavko;

(vi) na koncu zapisite sklep.

Enakosti

Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja

1)(2 1
12+22+__.+n2:n("+ )6( n+ )

RESITEV

Dokaz bomo izvedli v stirih korakih.
1. korak: Zapisemo trditev.

Oznacimo z P(n) trditev

1)(2 1
P): 142t M DENED,

Dokazati moramo, da je P(n) resni¢na za vsako naravno Stevilo n > 1.

2. korak: Preverimo zacetni primer.




Preverimo, ali trditev velja za n = 1:

1-(1+1)-(2-1+1) 1

2
12=1 i =
mn 6 6

Obe strani sta enaki, zato trditev P(1) velja.
3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k£ > 1 naravno stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja, torej

k(k+1)(2k+1)

P42+ k= ;

To je indukcijska predpostavka. Zdaj bomo dokazali, da iz nje sledi trditev P(k + 1).
4. korak: Dokazemo naslednji primer.

Zacnemo z vsoto prvih k£ + 1 kvadratov. Uporabimo indukcijsko predpostavko:

(k+1)6(2k+ 1) k1)

(k + 1) (k(2k +1) + 6(k + 1))
6
~ (k+1)(2K* + Tk 4 6)
B 6
_ (k4 D) (k+2)(2k +3)
c .

P+22 4+ P+ (k+1)?%=

V zadnjem koraku smo uporabili razcep
2k* + Tk + 6 = (k + 2)(2k + 3).
Ker je
(k+V)(k+2)(2k +3) = (k+ 1) ((k+1) + 1) (2(k + 1) + 1),
smo dobili pravilo za n = k + 1. Torej iz P(k) sledi P(k + 1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matemati¢ne indukcije zato velja

1)(2 1
12+22+._.+n2:"(”+ )6(”+ )

za vsako naravno Stevilo n > 1. O




Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja

13+23+...+n3:M
1 .
RESITEV
1. korak: Zapisemo trditev.
Oznacimo z P(n) trditev
5 n*(n+1)°

P(n) : P42+ 0= 1

2. korak: Preverimo zacetni primer.

Za n =1 dobimo
12.22
PBP=1= .
4

Zato trditev P(1) velja.
3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k& > 1 naravno stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja, torej da je

k2 (k + 1)?

P2 b = =

Dokazati moramo, da velja tudi

s (R+DA(k42)

P42+ -+ + (k+1)

4
4. korak: Dokazemo naslednji primer.
Uporabimo indukcijsko predpostavko:
k2 (k +1)?
13+23+---+k3+(k+1)3=%+(k+1)3
(k417
= (K + 4k +4)
(R 1)*(k+2)?
= 1 .

Torej iz P(k) sledi P(k +1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.




Po nacelu matemati¢ne indukcije zato za vsako naravno stevilo n > 1 velja

2 12
13+23+...+n3:%‘

Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja

1)(n +2
1-2+2-:>>+3-4+---+n-(n+1):”(”+ ;<”+ ).

RESITEV

1. korak: Zapisemo trditev.

Oznacimo z P(n) trditev

P(n) : 1-2+2-3+~~-+n-(n+1):"("+13)("+2).

2. korak: Preverimo zacetni primer.

Za n = 1 dobimo

Zato trditev P(1) velja.
3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k£ > 1 naravno stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja, torej da je

k(k+1)(k+2
1-242-34---+k-(k+1)= Uk + ?))( + ).

Dokazati moramo, da velja tudi

1242844k (k1) + (bt 1)(k+2) = FTDELIEFS)

3

4. korak: DokaZzemo naslednji primer.




Uporabimo indukecijsko predpostavko:

I
—~
=
+
—_
N—
VS
ET

Torej iz P(k) sledi P(k + 1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matemati¢ne indukcije zato za vsako naravno stevilo n > 1 velja

n(n+1)(n+2)
3

1-24+2-343-4+---+n-(n+1) =

Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja

LS RS SR
1-2 2.3 nin+1) n+1
RESITEV
Dokaz bomo izvedli v stirih korakih.
1. korak: Zapisemo trditev.
Oznacimo z P(n) trditev
1 1 1 n
P : _ - “e = .
(n) 12 23 T a1 T+l

Dokazati moramo, da je P(n) resni¢na za vsako naravno stevilo n > 1.
2. korak: Preverimo zacetni primer.

Za n = 1 dobimo

1 —_—
1-2 2
Tudi desna stran je
1
1+1 2

Zato trditev P(1) velja.




3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k£ > 1 naravno Stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja:

L S S k
1-2 2.3 k(k+1) k+1

To je indukcijska predpostavka. Zdaj bomo dokazali, da velja tudi trditev P(k + 1).

4. korak: Dokazemo naslednji primer.
1
(k+1)(k+2)
1 1 1 k 1
T2 T T R T D12 kAl EDk+2)
 k(E+2)+1
(k+ 1)(k+2)
K H2k41
C(k+D(k+2)
(k1)
C(k+D(k+2)
E+1

k42

Vsoti prvih £ ¢lenov pristejemo naslednji clen, Nato uporabimo indukcijsko pred-

postavko:

To je pravilo za n = k + 1, saj je
k+1  k+1

k+2  (k+1)+1

Torej iz P(k) sledi P(k + 1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matemati¢ne indukcije zato velja

L S 1
1.2 2-3 nin+1) n+1

za vsako naravno stevilo n > 1. O

Neenakosti

Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja

1 1
AT RS VR




RESITEV

Dokaz bomo izvedli v stirih korakih.
1. korak: Zapisemo trditev.

Oznacimo z P(n) trditev

P(n) : > \/n.

1 1
=t =+
vioV2 f
Dokazati moramo, da je P(n) resni¢na za vsako naravno stevilo n > 1.

2. korak: Preverimo zacetni primer.

Za n = 1 dobimo

5
|
]
e

Zato trditev P(1) velja.
3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k£ > 1 naravno Stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja:

11 1
ﬁ+ﬁ+---+ﬁ2\/ﬁ

Zdaj bomo dokazali, da velja tudi trditev P(k + 1).

4. korak: DokaZzemo naslednji primer.

Vsoti prvih k£ ¢lenov pristejemo naslednji ¢len. Po indukcijski predpostavki velja

IO > Vi +
val vk \/—_ \/—

Pokazati moramo, da je desna stran vsaj vk + 1. Ker je k > 1, velja

VE >

E+1
Res, obe strani sta nenegativni, njuni kvadrati pa zadoSc¢ajo neenakosti

k2

k>
~k+1

ki je resni¢na, saj je enakovredna neenakosti k(k + 1) > k2. Zato

k 1 k+1
Vk + = =Vk+1.
\//f+1_\/k+1 Vk+1 Vk+1

Torej velja P(k +1).




Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matemati¢ne indukcije zato velja

za vsako naravno Stevilo n > 1. O

Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako realno stevilo x > —1 in vsako naravno stevilo n > 1
velja Bernoullijeva neenakost
(14+2)" > 1+ nax.

RESITEV

Dokaz bomo izvedli z matemati¢no indukeijo po Stevilu n. Stevilo z je pri tem poljubno, vendar ves

cas fiksno realno stevilo, za katero velja © > —1.
1. korak: Zapisemo trditev.
Oznacimo z P(n) trditev
P(n) : (14+2)" > 1+ nx.
2. korak: Preverimo zacetni primer.

Za n = 1 dobimo
(1+2)=1+u

Torej velja
(1+2)=1+1"u,

zato trditev P(1) velja.
3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k£ > 1 naravno stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja:
(1+2)f > 1+ k.

Zdaj bomo dokazali, da velja tudi trditev P(k + 1).
4. korak: Dokazemo naslednji primer.

Ker je x > —1, velja 1 +2 > 0. Zato lahko obe strani indukcijske predpostavke pomnozimo z 1+ x, ne




da bi se smer neenakosti spremenila:
(1+2)" > (1 +kz)(1 +2).

Desno stran razsirimo:
(1+kx)1+2) =1+ (k+ 1)z + ka*.

Ker sta k > 1 in 22 > 0, velja kx? > 0. Zato
14 (k+ Dz +ka® > 14 (b + 1)z

Skupaj dobimo

(I+2)" > 1+ (k+ 1)z
Torej velja P(k +1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matemati¢ne indukcije zato za vsako naravno stevilo n > 1 velja
(14+z)" > 14 na.

Ker je bil z > —1 poljuben, neenakost velja za vsako realno stevilo x > —1. U

'd N\
Spomnimo se. Za naravno stevilo n > 1 je fakulteta stevila n definirana kot

nl=1-2-3---n.
Po dogovoru velja 0! = 1. Za vsako celo stevilo n > 0 velja tudi rekurzivna zveza

(m+1)!'=(Mm+1)-nl

(N J

( N\
Dokazite, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja

A J

RESITEV

Najprej izpeljimo pomozno oceno, ki jo bomo potrebovali v indukcijskem koraku. Nato bomo glavno

neenakost dokazali z matemati¢no indukcijo.

PomozZna ocena.

10



Naj bo k > 1. Po Bernoullijevi neenakosti velja

1\* 1
1+=) >1+k-=-=2.
(14g) 2ok

Ker je 1 + % = % in je k¥ > 0, obe strani pomnozimo s k*. Dobimo

(k+1)% > 2k~

To oceno bomo uporabili v indukcijskem koraku.
1. korak: Zapisemo trditev.

Oznacimo z P(n) trditev

2. korak: Preverimo zacetni primer.

1 1
2

3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Zan=1]je
Zato trditev P(1) velja.

Naj bo k£ > 1 naravno Stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja:

k
k!gz(ﬁ).
2

Pokazati moramo, da velja tudi trditev P(k + 1), torej
e 1\ <
(k+1) <2 (%) .

4. korak: Dokazemo naslednji primer.

Uporabimo zvezo (k + 1)! = (k + 1)k! in nato indukcijsko predpostavko:

(k+1)! = (k + Dk!

<2(k+1) (g)k

2(k + 1)k*
2k

Po pomoZni oceni velja 2k* < (k + 1)*. Ker je % > 0, smemo obe strani te neenakosti pomnoziti z

11



%. Zato

2k + 1kF (k4 1)k k41"

< =2(— .
2k - 2k 2

Torej velja

k + 1>k+1

(k:+1)!§2<7

kar pomeni, da velja P(k + 1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matemati¢ne indukcije zato za vsako naravno stevilo n > 1 velja

nn
!<2<—> .
=213

Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsak a € [0, 1] in vsako naravno stevilo n > 1 velja

(1+a)" <1+ (2"—1a.

RESITEV

Naj bo a € [0, 1] poljubno, vendar fiksno Stevilo.
1. korak: Zapisemo trditev.
Oznacimo z P(n) trditev
P(n) : (1+a)" <1+ (2" —1)a.
2. korak: Preverimo zacetni primer.

Za n = 1 dobimo
(14+a)=1+a=1+(2"—1)a.

Torej velja P(1).
3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k£ > 1 naravno stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja, torej da je
(1+a)* <1+ (2F-1)a.

Dokazati moramo, da velja tudi
(1+a)" <14 (2" - 1)a.

12



4. korak: Dokazemo naslednji primer.

Ker je a > 0, velja 1 +a > 0. Zato lahko indukcijsko predpostavko pomnozimo z 1 + a:

(1+a)f* < (1+ (2" = Da)(1+a)
=142+ (28 - 1)a®.

Ker je 0 < a < 1, velja a® < a. Zato

(14 a)*! <14 2%+ (2" = 1a
=1+ (2!~ 1a.
Torej iz P(k) sledi P(k + 1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matematicne indukcije zato za vsako naravno Stevilo n > 1 in vsak a € [0, 1] velja

(1+a)" <1+ (2"—1a.

( N
Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja
\/20+\/20+\/20+...-|-\/20< 5.
n korenov
(. J

RESITEV

Oznacimo z a,, izraz z n koreni, torej

an:\/20+\/20+\/20+...+\/%.

n korenov

1. korak: Zapisemo trditev.

Oznac¢imo z P(n) trditev
P(n): an < 5.

2. korak: Preverimo zacetni primer.

13




Zan=1]je

a1 = V20 < V25 = 5.
Zato trditev P(1) velja.

3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k > 1 naravno Stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja, torej da je ap < 5. Dokazati

moramo, da je api1 < 5.
4. korak: Dokazemo naslednji primer.

Po definiciji velja
Apy1 =V 20 + ag.

Po indukcijski predpostavki je ax < 5, zato je
20 4 aj < 25.
Ker sta obe strani nenegativni, lahko vzamemo kvadratni koren:
ters = 20T ap < V25 = 5.

Torej iz P(k) sledi P(k + 1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matemati¢ne indukcije zato za vsako naravno stevilo n > 1 velja

\/20+\/20+\/20+...+x/2_0<5.

n korenov

Deljivost v mnozici celih stevil

Naj bosta a,b € Z in naj bo a # 0. Pravimo, da a deli b, ce obstaja q € Z, za katero velja b = aq. To

zapisemo a | b.

Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja

6| (n*—n).

14



RESITEV
Zapis 6 | (n® —n) pomeni, da je n® — n deljiv s 6.
1. korak: Zapisemo trditev.
Oznacimo z P(n) trditev
P(n) : 6] (n®—n).
2. korak: Preverimo zacetni primer.

Za n = 1 dobimo
1¥—1=0.

Ker je 0 =6-0, velja 6 | 0. Zato trditev P(1) velja.
3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k > 1 naravno Stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja, torej da je k* — k deljiv s 6.
Dokazati moramo, da je s 6 deljivo tudi Stevilo (k + 1) — (k + 1).

4. korak: DokaZzemo naslednji primer.

Izraz preoblikujemo tako, da se pojavi del, ki je deljiv s 6 po indukcijski predpostavki:

k+1P°—(k+1) =k +3k°+3k+1—-k—1
= (k* — k) + 3k(k + 1).

Po indukcijski predpostavki je k* — k deljiv s 6. Poleg tega sta Stevili k in k + 1 zaporedni, zato je eno
od njiju sodo. Torej je produkt k(k + 1) sod, zato je 3k(k + 1) deljiv s 6.

Vsota dveh stevil, ki sta deljivi s 6, je prav tako deljiva s 6. Zato velja
6] ((k+1)°* = (k+1)).

S tem smo dokazali, da iz P(k) sledi P(k + 1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matemati¢ne indukcije zato za vsako naravno stevilo n > 1 velja

6| (n*—n).

15



Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja

6| (7n® —n).

RESITEV
Zapis 6 | (Tn® — n) pomeni, da je Tn® —n deljiv s 6.
1. korak: Zapisemo trditev.
Oznacimo z P(n) trditev
P(n) : 6| (Tn® —n).
2. korak: Preverimo zacetni primer.

Za n = 1 dobimo

7-1°—1=6.
Ker je 6 =61, velja 6 | 6. Zato trditev P(1) velja.
3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k > 1 naravno $tevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja, torej da je 7k* — k deljiv s 6.
Dokazati moramo, da je s 6 deljivo tudi Stevilo 7(k + 1)* — (k + 1).

4. korak: Dokazemo naslednji primer.

Izraz preoblikujemo tako, da se pojavi del, ki je deljiv s 6 po indukcijski predpostavki:

Tk+1P°—(k+1) =7k +3k*+3k+1)— k-1
Tk® — k) +21k* + 21k + 6

Tk* — k) + 21k(k + 1) + 6.

(
(
Po indukeijski predpostavki je 7k® — k deljiv s 6. Poleg tega sta Stevili k in k + 1 zaporedni, zato je eno
od njiju sodo. Torej je k(k + 1) sodo Stevilo, zato je 21k(k + 1) deljiv s 6. Tudi 6 je deljiv s 6.

Vsota stevil, ki so deljiva s 6, je prav tako deljiva s 6. Zato velja
6] (7(k+1)° = (k+1)).

S tem smo dokazali, da iz P(k) sledi P(k + 1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

16



Po nacelu matemati¢ne indukcije zato za vsako naravno stevilo n > 1 velja

6] (7n® —n).

Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja

133 | (117 4+ 122n71)

RESITEV

Zapis 133 | (11! + 12271 pomeni, da je 11" 4 122771 deljiv s 133.
1. korak: Zapisemo trditev.
Oznacimo z P(n) trditev

P(n): 133 (11741220,
2. korak: Preverimo zacetni primer.

Za n = 1 dobimo
11 1221 = 112 412 = 121 + 12 = 133.

Ker je 133 = 133 - 1, velja 133 | 133. Zato trditev P(1) velja.
3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k£ > 1 naravno Stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja, torej da je
11k+1 + 122k’—1
deljivo s 133. Dokazati moramo, da je s 133 deljivo tudi Stevilo

11k+2 4 122k+1 )

4. korak: Dokazemo naslednji primer.

Uporabimo enakost
122 = 144 = 11 + 133.

Tedaj velja
11k+2 + 122k+1 =11 - 11k2+1 + 122 . 122k—1
=11- 11" 4 (11 4 133) - 12%1
— 11 (11’“+1 + 122’“*1) 1133 1221,
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Po indukecijski predpostavki je izraz 11¥+1 + 122*=1 deljiv s 133. Zato je tudi 11 (11}“rl + 122’“_1) deljiv
s 133. Tudi 133 - 122671 je deljiv s 133.

Vsota teh dveh stevil je deljiva s 133. Torej velja
133 | (1152 4 122+1)

S tem smo dokazali, da iz P(k) sledi P(k + 1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matemati¢ne indukcije zato za vsako naravno stevilo n > 1 velja

133 | (1174 4 122071)

Dokazite z matemati¢no indukcijo, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja

7 ’ (1 + 93n+1 + 26n+2> .

RESITEV

Zapis 7| (1 + 2371 4 267+2) pomeni, da je 1 + 237 4 2672 deljivo s 7.
1. korak: Zapisemo trditev.

Oznacimo z P(n) trditev

2. korak: Preverimo zacetni primer.

Za n =1 dobimo
1423 p o642 — 1 L 94 4 98 — 1 4 16 + 256 = 273.

Ker je 273 = 7- 39, velja 7 | 273. Zato trditev P(1) velja.
3. korak: Zapisemo indukcijsko predpostavko.

Naj bo k£ > 1 naravno Stevilo. Predpostavimo, da trditev P(k) velja, torej da je

1 + 23k+1 + 26k+2
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deljivo s 7. Dokazati moramo, da je s 7 deljivo tudi stevilo

1+ 23(k+1)+1 + 26(k+1)+2'

4. korak: Dokazemo naslednji primer.

Ker se pri prehodu od £ do k + 1 prvi eksponent poveca za 3, drugi pa za 6, velja

1 + 23(k+1)+1 + 26(k‘+1)+2 — 1 + 23]€+4 _|_ 26k+8

=1+8. 23k+1 164 - 26k+2
_ (1 4+ 93k+l 26k+2> 4+ 7. 93k 4 3. Qbk+2

Po indukcijski predpostavki je prvi oklepaj deljiv s 7. Tudi 7 - 231 in 63 - 26k+2 sta deljiva s 7, saj je
63="7-9.

Zato je njihova vsota deljiva s 7. Torej velja
7| (1 4+ 930k )+1 26(k+1)+2) ‘

S tem smo dokazali, da iz P(k) sledi P(k + 1).
Zakljucek.

Trditev velja za n = 1, poleg tega pa iz njene veljavnosti za n = k sledi njena veljavnost za n = k + 1.

Po nacelu matemati¢ne indukcije zato za vsako naravno stevilo n > 1 velja

7| (1 4 93ntl 4 26n+2) .

Stevilo obmo¢ij, ki jih dolo¢ijo premice

( N\
Dokazite, da n paroma nevzporednih premic v ravnini, od katerih se nobene tri ne sekajo v isti

tocki, razdeli ravnino na
n(n+1)

1
5 +

delov.
N\ J

RESITEV

Dokazujemo z matemati¢no indukcijo po n.

Naj bo P(n) trditev, da n paroma nevzporednih premic v ravnini, od katerih se nobene tri ne sekajo v
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isti tocki, razdeli ravnino na
n(n+1)

1
5 +

obmodij.
Zacetni korak. Za n = 1 ena premica razdeli ravnino na natanko dve obmocji. Poleg tega velja

1(1+1
a+1 2+ ) ii—141-2

Torej trditev P(1) velja.

Indukcijski korak. Predpostavimo, da za neko naravno stevilo k velja trditev P(k). To pomeni, da

k paroma nevzporednih premic, od katerih se nobene tri ne sekajo v isti tocki, razdeli ravnino na

k(k+1
k(k +1) +1
2

obmocij.
Naj bodo dane premice ¢y, {5, . .., x. Dodajmo novo premico ;1. Ker so premice paroma nevzporedne,
se (41 za vsak i € {1,...,k} seka s premico ¢; v natanko eni tocki. Oznaé¢imo jo s

P =l 0
Tocke Py, ..., P; so med seboj razli¢ne. Ce bi namre¢ za razli¢na indeksa i in j veljalo P, = P;, bi se
premice

Cry1, l;, l;

sekale v isti tocki. To bi bilo v nasprotju s predpostavko, da se nobene tri premice ne sekajo v isti

tocki. Zato se nova premica {1 s prejSnjimi k premicami seka v natanko k razlicnih tockah.

Tocke P, ..., P, uredimo glede na njihov vrstni red na premici ¢;,;. Te tocke razdelijo premico ;4

na natanko k + 1 delov: na dva poltraka in na k — 1 odprtih daljic med zaporednima presecis¢ema.

Noben izmed teh k& + 1 delov ne seka nobene od premic /4,...,f;. Vsako presecis¢e nove premice s
katero koli od prejsnjih premic je namrec¢ ena od tock Py, ..., Py, te tocke pa so krajis¢a obravnavanih
delov. Zato je vsak tak del nove premice v celoti vsebovan v enem obmocju, ki ga dolocajo prve k

premice.

Po dodajanju premice {5, vsak izmed teh delov razdeli obmocje, v katerem lezi, na dve obmocji: eno
na eni in drugo na drugi strani premice £, ;. Zato vsak del poveca Stevilo obmocij za natanko ena. Ker

je takih delov k& + 1, dodana premica ustvari natanko k + 1 novih obmocij.
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Skupno stevilo obmodij, ki jih doloc¢ajo premice ¢4, ..., 0k, lri1, je zato

(i

5 +1>+(k+1).

Izraz poenostavimo:

(k(k; b 1) e ha1) = k<k2+ O 2<k2+ D
_ (k+1)2(k:+2)+1.
Ker je
(k+D(k+2) | k+D((k+D+1) o

2 2
sledi, da velja P(k + 1).

Ker velja zacetni korak P(1) in ker iz veljavnosti P(k) sledi veljavnost P(k+ 1) za vsako naravno stevilo
k, po nacelu matematicne indukcije sledi, da n paroma nevzporednih premic v ravnini, od katerih se

nobene tri ne sekajo v isti tocki, razdeli ravnino na

n(n+1)

1
5 +

obmodij. U
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Analiza 1

Povzetek 2. vaj

Realna stevila, koreni ter racionalna in iracionalna stevila

1. Realna stevila

Mnozico realnih stevil oznac¢imo z R. V njej so racionalna in iracionalna stevila:
R=QUR\Q).

Realna stevila lahko sestevamo, odstevamo in mnozimo. Delimo lahko, kadar delitelj ni enak ni¢. Za

realna stevila veljajo obicajne racunske lastnosti:

« Komutativnost: a+b=05b+ a in ab = ba.
« Asociativnost: (a+b)+c=a+ (b+¢) in (ab)c = a(be).

« Distributivnost: a(b+ ¢) = ab + ac.

Ce neenakost mnozimo ali delimo z negativnim stevilom, se njena smer obrne.

2. Racionalna in iracionalna stevila

Stevilo je racionalno, ¢e ga lahko zapisemo kot ulomek dveh celih Stevil:

r==,  pqg€ZL, qF#0.
Mnozico racionalnih stevil oznac¢imo z Q. Primeri racionalnih stevil so
3

Racionalno stevilo ima koncen decimalni zapis ali pa se njegov decimalni zapis periodi¢no ponavlja.

Stevilo je iracionalno, ¢e ga ne moremo zapisati kot ulomek dveh celih §tevil. Njegov decimalni zapis

je neskoncen in se ne ponavlja periodi¢no. Primeri iracionalnih stevil so

V2, V3, o



Veljajo naslednje lastnosti:

» Vsota racionalnega in iracionalnega Stevila je iracionalna.
o Produkt nenicelnega racionalnega in iracionalnega stevila je iracionalen.

» Vsota ali produkt dveh iracionalnih Stevil je lahko racionalen ali iracionalen.
Na primer,
V2+(2-v2)=2, V2+V3¢Q
3. Kvadratni koren
Za a > 0 je \/a nenegativno Stevilo, katerega kvadrat je a:
Va=b <<= b>0inb*=a.

Tako je na primer /25 = 5, saj je 52 = 25. Ceprav velja tudi (—5)? = 25, je dogovor, da je v/25 = 5.

Pomembno je, da kvadriranje in korenjenje ne odpravita vedno drug drugega. Kvadratni koren je po

dogovoru vedno nenegativen, zato za vsako realno stevilo a velja
Va? = |al,

ne pa nujno va? = a.

Na primer, za a = —4 dobimo
V(=42 =vV16=4=|—4|.
Torej ne smemo zapisati \/(—4)? = —4; to bi pomenilo 4 = —4, kar ni res.

V mnozici realnih stevil kvadratni koren negativnega stevila ni definiran.

4. Lastnosti korenov

Cestaa>01inb >0, velja

Vab = v/av/b.

Ce sta a > 01in b > 0, velja




Koren lahko zapisemo tudi kot potenco:
Va=a"?  (a>0).

Korena vsote praviloma ne moremo razdeliti:

Va+b#a+ Vb
Na primer,
VI+16=5 VI+/16="1.
5. Kdaj je koren racionalen?
Za pozitivno racionalno stevilo ¢ velja
VIEQ <= g=r*zanckor e Q.

Na primer, v/4 = 2 je racionalno $tevilo, medtem ko je y/2 iracionalno.

Cejen €N, je v/n bodisi naravno bodisi iracionalno $tevilo. Na primer, V9 = 3, medtem ko je /5

iracionalno.

6. Zgornja in spodnja meja, infimum, supremum, minimum in maksimum
Naj bo A C R neprazna mnozica.

« Stevilo M € R je zgornja meja mnozice A, ¢e za vsak z € A velja

< M.

« Stevilo m € R je spodnja meja mnozice A, ¢e za vsak x € A velja

m <.

e Supremum mnozice A, oznacen z sup A, je njena najmanjsa zgornja meja.
o Infimum mnozice A, oznacen z inf A, je njena najvecja spodnja meja.
o Stevilo M je maksimum mnozice A, ¢e je M € A in je hkrati zgornja meja mnozice A.

« Stevilo m je minimum mnoZice A, ¢e je m € A in je hkrati spodnja meja mnozice A.




Supremum in infimum nista nujno elementa mnozice. Maksimum in minimum pa morata biti elementa

mnozice. Zato velja:

supA e A = max A =supA, infAe A = min A = inf A.

Primer. Naj bo A = (0,1). Stevili 0 in 1 nista elementa mnozice A, vendar sta njeni meji:
inf A =0, sup A = 1.

Ker0¢ Ain 1¢ A, mnoZica A nima minimuma in maksimuma.

Nasprotno, za mnozico B = [0, 1] velja
min B = inf B = 0, max B =supB =1,

saj sta stevili 0 in 1 elementa mnozice B.

7. Dokazovanje s protislovjem
Zelimo dokazati, da velja implikacija P = Q. Negacija te implikacije je enakovredna izjavi
-(P=Q) < PA-Q.

Zato pri dokazu s protisloviem predpostavimo, da je P resni¢na, @ pa neresni¢na. Ce iz te predpostavke

izpeljemo protislovje, ugotovimo, da predpostavka P A —=() ne more biti resni¢na. Torej velja P = Q).

Recept.

(a) Predpostavimo nasprotno: P velja, ) pa ne velja.

(b) Iz predpostavke P A =@ in znanih dejstev izpeljemo protislovje.
(¢) Sklenemo, da predpostavka P A =@ ni pravilna.

(d) Zato velja P = Q.

Shematicno:
Predpostavimo: P A =(Q).

Izpeljemo protislovje.

Zato P A —(Q) ne velja, torej P = Q.




Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum dane mnozice, ¢e obstajajo:

1
A:{1+—|n€N}.
n

RESITEV
Predpostavimo, da je N = {1,2,3,...}. Za vsak n € N velja
1
1<1+-<2
n
Zato je 1 spodnja meja, 2 pa zgornja meja mnozice A.

Infimum. Pokazimo, da je 1 najvecja spodnja meja mnozice A. Naj bo ¢ > 1. Ker so naravna Stevila

neomejena, lahko izberemo n € N tako, da velja

- 1
n .
c—1
Tedaj je
1
—<c—1,
n
zato 1
1+—<ec
n

Ker je 1 4+ % € A, stevilo ¢ ni spodnja meja mnozice A. Tako nobeno stevilo, vecje od 1, ni spodnja

meja. Torej je inf A = 1.

Mnozica A nima minimuma, saj je za vsak n € N

1
1<14—.
n
Stevilo 1 torej ne pripada mnozici A.
Supremum in maksimum. Za n = 1 dobimo
1
1+-=2.
+ 1

Ker je 2 zgornja meja mnozice A in hkrati njen element, je

supA =2 in max A = 2.

infA=1, min A ne obstaja, sup A = 2, max A = 2.




Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum dane mnozice, ¢e obstajajo:

B = {2 —6x| x>0}

RESITEV

Naj bo B = {2* — 6z | z > 0}. Izraz preoblikujemo: z? — 6z = (z — 3)*> — 9. Ker je (x — 3)? > 0, za

vsak z > 0 velja 22 — 6z > —9. Enakost velja pri x = 3, zato je —9 najmanjsi element mnoZice B.

Infimum in minimum. Stevilo —9 je spodnja meja mnozice B in je tudi njen element, saj
3*—6-3=-09.
Zato je inf B = —9 and min B = —9.

Supremum in maksimum. Mnozica B nima zgornje meje. Formalno moramo pokazati: za vsako

realno stevilo M obstaja stevilo b € B, za katero velja b > M.
Naj bo torej M € R poljubno. Izberimo x = |[M|+ 7. Potem je x > 0, zato je b = 2% — 6z element
mnozice B. Izra¢unamo:
b= (IM|+7)*—6(|M|+7)
= |M|? + 14| M| + 49 — 6| M| — 42
= M?+8|M|+T.

Ce je M > 0, potem je
b—M=M*+8M+T7—M=M?>+7M+7>0.

Zato je b > M.

Ce paje M <0, je
b= M?*+8M|+7>0> M

Tudi v tem primeru velja b > M.

Torej za vsako realno stevilo M obstaja b € B, za katero velja b > M. Zato mnozica B ni omejena

navzgor. Zato mnozica B nima supremuma v R in nima maksimuma.

inf B = min B = -9, sup B ne obstaja, max B ne obstaja.




Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum dane mnozice, ¢e obstajajo:

C ={z €[1,3] | x ima v decimalnem zapisu vsaj dve stevki 3} .

RESITEV
Naj bo C' = {x € [1,3] | z ima v decimalnem zapisu vsaj dve trojki}.

Stevili 1 in 3 ne pripadata mnozici C, saj sta njuna decimalna zapisa
1=1,000... in 3=3,000....

Zato za vsak x € C velja
1<z <3.

Torej je 1 spodnja meja, 3 pa zgornja meja mnozice C.

Infimum. Za vsako naravno Stevilo n definiramo

1+ 5 + 5 1+ 53
Ty = — = .
10™ 10n+1 ]_0n+1

Na primer,
x1 = 1,33, 9 = 1,033, x3 = 1,0033.

Vsako stevilo z,, ima v decimalnem zapisu vsaj dve trojki, zato je z,, € C.

Pokazimo, da je 1 najvecja spodnja meja mnozice C'. Naj bo ¢ > 1. Ker so potence stevila 10 neomejene,
lahko izberemo N € N, da velja

108+ > i
c—1
Zato
33 ]
10N +1 <c—1

in posledi¢no

3
$N—1+W<C.

Ker je x € C, stevilo ¢ ni spodnja meja mnozice C. Tako nobeno stevilo, vec¢je od 1, ni spodnja meja.
Ker je 1 spodnja meja, dobimo
infC' =1.

Mnozica C' nima minimuma. Res, naj bo z € C'. Potem je x > 1. Izberemo n € N tako veliko, da velja

10"+ > 3—3.
r—1




Tedaj je

Ker je z,, € C, stevilo x ni najmanjsi element mnozice C'. To velja za vsak z € (', zato minimum ne
obstaja.
Supremum. Za vsako naravno stevilo n definiramo

2
3107

Yn = 3
Na primer,
Y1 =2,9333..., Yo =2,9933. .., ys = 2,99933. ...

Vsako stevilo y, ima v decimalnem zapisu vsaj dve trojki, zato je y, € C.

Pokazimo, da je 3 najmanjSa zgornja meja mnozice C'. Naj bo ¢ < 3. Ker so potence stevila 10

neomejene, lahko izberemo N € N, da velja

2
10V > 360
Zato 5
3108 <3 —c,
in posledi¢no
yN:3—3.10N > c.

Ker je yy € C, stevilo ¢ ni zgornja meja mnozice C. Tako nobeno stevilo, manjse od 3, ni zgornja meja.
Ker je 3 zgornja meja, dobimo
sup C' = 3.

Mnozica C' nima maksimuma. Res, naj bo x € C'. Potem je x < 3. Izberemo n € N tako veliko, da
velja

10" > —.
3(3—x)

Tedaj je

yn:3—3.10n>x

Ker je y, € C, stevilo x ni najvecji element mnozice C. To velja za vsak z € C, zato maksimum ne

obstaja.

infC' =1, sup C' = 3, min C' ne obstaja, max C' ne obstaja.




LNaj bo n naravno Stevilo. Dokazi, da je Stevilo y/n bodisi naravno, bodisi iracionalno. J

RESITEV

Ce je y/n iracionalno $tevilo, je trditev ze dokazana. Predpostavimo zato, da je \/n racionalno. Potem

ga lahko zapisemo v obliki

V=",
q

kjer sta p,q € N, ¢ # 0, ulomek § pa je okrajsan.

Kvadriramo obe strani: )

n=-—, zato ng® =p-.

»le’U

Pokazati moramo, da je ¢ = 1. Predpostavimo nasprotno, da je ¢ > 1. Potem ima ¢ prastevilski delitelj

r. Ker r | ¢, velja tudi r | ¢°. Iz enacbe ng? = p? sledi, da r | p?. Ker je r prastevilo, iz tega sledi r | p.

Tako prastevilo r deli tako p kot ¢, kar je v protislovju s tem, da je ulomek %’ okrajsan. Zato mora biti

q=1.
Torej je
ﬁz%szN.

Dokazali smo, da je y/n bodisi naravno bodisi iracionalno stevilo. 4

Primer. Dokazimo, da je v/39 iracionalno stevilo.
Po 7e dokazani trditvi je stevilo +/39 bodisi naravno bodisi iracionalno. Pokazimo, da ni naravno.
Ker velja 62 = 36 < 39 < 49 = 72, stevilo 39 ni kvadrat naravnega stevila. Zato v/39 ni naravno Stevilo.

Po trditvi torej preostane le Se druga moznost:

V39 je iracionalno stevilo.




Vs

-

Naj bo g nenicelno racionalno stevilo, > 0 in y pa iracionalni Stevili.
(a) Dokazi, da so Stevila v/z, ¢ + x in gz iracionalna.

(b) Ali lahko kaj podobnega povemo o stevilih 4y, 2y in /g7

RESITEV

(a) Dokazimo, da so v/z, ¢ + x in gz iracionalna Stevila.

Ker je x > 0, je \/x definirano. Predpostavimo, da je \/x racionalno. Potem je tudi

v = (Vi)

racionalno, kar je protislovje, saj je x iracionalno. Torej je /7 iracionalno.
Predpostavimo, da je ¢ 4+ x racionalno. Ker je ¢ racionalno, bi bilo tudi
(+z)—qg=x

racionalno. To je protislovje, zato je ¢ + x iracionalno.

Nazadnje predpostavimo, da je gz racionalno. Ker je ¢ # 0, je tudi % racionalno, zato bi bilo

1
h (qr) =«
racionalno. To je protislovje, zato je tudi gz iracionalno.
Za stevili x 4y in xy tega ne moremo trditi vedno: lahko sta racionalni ali iracionalni. Na primer,
V2+(2-+2) =2
je racionalno stevilo, medtem ko je V2 + /3 iracionalno. Podobno je V2 - /2 = 2 racionalno,

medtem ko je V2 - /3 = /6 iracionalno.

Pri /g moramo predpostaviti, da je ¢ > 0, da je koren definiran v mnoZici realnih stevil. Koren
pozitivnega racionalnega stevila je lahko racionalen, na primer v/4 = 2, ali iracionalen, na primer

V2. Zato tudi za /¢ ne moremo vedno trditi, da je iracionalen.

10




[Ali obstaja tako naravno Stevilo n € N, da sta /n in y/n + 2026 naravni Stevili? ]

RESITEV

Ne, tako naravno stevilo ne obstaja.

Predpostavimo nasprotno, da obstaja tako naravno stevilo n. Potem obstajata naravni stevili a in b,
da velja
n=d> in  n+2026="0%

Ce odstejemo prvo enac¢bo od druge, dobimo

b* — a® = 2026.
Uporabimo razliko kvadratov:
v —a®> = (b—a)(b+a).

Zato velja
(b—a)(b+ a) = 2026.

Stevili b — a in b+ a sta obe sodi ali obe lihi.

Poglejmo moznosti za stevili a in b.

+ Ce sta a in b obe sodi, je njuna vsota b+ a soda in njuna razlika b — a soda.
« Ce sta a in b obe lihi, je tudi njuna vsota soda in njuna razlika soda.

« Ce je eno od stevil a, b sodo, drugo pa liho, je njuna vsota liha in tudi njuna razlika liha.

Torej sta b — a in b + a vedno iste vrste: obe sodi ali obe lihi.

Ker je 2026 sodo stevilo, ne moreta biti obe lihi. Torej sta obe Stevili b — a in b+ a sodi.

Ce sta oba faktorja soda, je njun produkt deljiv s 4. Zato bi moralo biti tudi §tevilo 2026 deljivo s 4.
Ker je 2026 = 506 - 4 + 2, 2026 ni deljivo s 4. To je protislovje.

Zato ne obstaja naravno Stevilo n, za katero bi bili obe $tevili \/n in v/n + 2026 naravni.

11



[Pokaii, da v/3 + v/13 ni racionalno $tevilo. }

RESITEV

Predpostavimo nasprotno, da je v/3 + /13 racionalno Stevilo. Potem je tudi njegov kvadrat racionalen.

Izra¢unamo:

(V3 +V13)? = 3+ 134 2v/39 = 16 + 2v/39.

Zato bi bilo tudi

_ (V3+V13)2—16
V30 = 2

racionalno stevilo. Toda /39 je iracionalno, saj 62 < 39 < 72 in po Ze dokazani trditvi je kvadratni

koren naravnega stevila bodisi naravno bodisi iracionalno. To je protislovje.

Torej je /3 4+ /13 iracionalno stevilo. U
[ Dokazi, da V3 + /5 + +/8 ni racionalno Stevilo. J
RESITEV

Dokazujemo s protisloviem. Predpostavimo, da je Stevilo r = v/3 4+ v/5 4+ /8 racionalno. Ker so vsi
¢leni pozitivni, velja r > 0. Ker je v/8 = 21/2, lahko pisemo r = v/3 + v/5 + 2v/2. Od tod dobimo

VEiVE—r—2Va
Kvadriramo obe strani:
(Vo V8 = - 2v3)
Izrac¢unamo levo in desno stran:
34+2V15+5=12—4rvV2+8.

Zato
8+ 2V15 =72 —4rv/2 + 8.

Ko na obeh straneh odstejemo 8, dobimo
2V/15 = r? — 4rV/2.

Delimo z 2:

2
\/1_5:%—27“\/5.
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Ponovno kvadriramo obe strani. Na levi strani dobimo

Na desni strani dobimo
r? 2
(5—2m6>:?1—2ﬁ¢5+&?

Torej velja

4
15 = TZ — 232 + &2,

Ker je 7 > 0, lahko iz te enac¢be izrazimo v/2:

B
213 '

N

Po predpostavki je r racionalno $tevilo. Zato je tudi desna stran racionalna. Sledilo bi, da je v/2

racionalno Stevilo.

Zdaj pa vemo, da to ni mogoce. Imamo
P=1<2<4=2%

Ce vzamemo kvadratni koren, dobimo

1<vV2<2
Torej je v/2 med naravnima $teviloma 1 in 2. Med njima pa ni nobenega naravnega $tevila. Zato v/2
ni naravno stevilo.

Prej smo dokazali naslednjo trditev: ¢e je n naravno Stevilo, potem je v/n bodisi naravno Stevilo bodisi

iracionalno stevilo. Za n = 2 velja, da V/2 ni naravno Stevilo. Zato mora biti iracionalno: /2 ¢ Q.

Tako smo dobili dve nasprotni trditvi:
V2eQ in V2¢Q

To je protislovje. Zato zacetna predpostavka, da je r racionalen, ne more biti pravilna.

Torej

V3+V5+V8¢Q.

13



Analiza 1

Povzetek 3. vaj
Neenacbe

Pri resevanju neenacbe iS¢emo vse realne vrednosti spremenljivke, za katere je neenacba definirana in

velja. Resitev na koncu zapisemo kot interval ali unijo intervalov.

1. Dolocimo definicijsko obmocje

Preden zacnemo resevati, ugotovimo, za katere vrednosti spremenljivke so vsi izrazi v neenacbi defini-

rani.

+ Ce nastopa kvadratni koren, mora biti izraz pod korenom nenegativen:
\/ f(z) je definirana, kadar f(z) > 0.

« (e nastopa ulomek, njegov imenovalec ne sme biti enak nic.

o Izraz z absolutno vrednostjo je definiran za vse realne vrednosti svojega argumenta.

Vse omejitve zapisemo skupaj. Njihova skupna resitev je definicijsko obmocje neenache.

2. Pravila za preoblikovanje neenacb

Naj bo a,b,c € R. Pri pristevanju ali odstevanju istega stevila na obeh straneh se smer neenacbe ne

spremeni:

a<b <= a+c<b+eg

a<b << a—c<b-ec

Pri mnozenju ali deljenju moramo upostevati predznak stevila, s katerim mnozimo oziroma delimo:

a<b c>0 <= ac<bc <=

A\

a<b c<0 <= ac>b <=

V
ol o lor

ol ole

Pri mnozenju ali deljenju z negativnim Stevilom torej obrnemo smer neenacbe. Delimo lahko le z

nenicelnim Stevilom.



Ce mnozimo ali delimo z izrazom g(z), moramo najprej dolo¢iti njegov predznak:

Pogoj Smer neenacbe
g(xz) >0 ostane enaka
g(x) <0 se obrne
g(x) = 0]z g(x) ne smemo deliti

Ce predznaka izraza g(z) ne poznamo, Stevilske premice ne smemo mnoziti ali deliti z njim, dokler ne

doloc¢imo, kje je g(x) pozitiven, negativen ali enak nic.

3. Resevanje neenacb z absolutno vrednostjo

Absolutna vrednost je definirana z

|[f ()] =

Zato pri neenacbah z absolutno vrednostjo doloc¢imo, kje je izraz v absolutni vrednosti pozitiven in
kje negativen. Njegove nicle razdelijo stevilsko premico na intervale. Na vsakem intervalu absolutno

vrednost odstranimo glede na predznak izraza.

Za realno stevilo A veljajo naslednja pravila:

—A< f(z) < A, A>0,
f@)] <A
neenacba nima resitev, A <0,

in
—A < f(z) < A, A>0,
f@)| <A =
neenacba nima resitev, A <0.

Prav tako velja

) > A e fz) < —Aali f(z) > A, A >0,
neenacba velja za vsak x iz definicijskega obmocja, A < 0.

Poseben primer je primerjava dveh absolutnih vrednosti:

[f(@)] <lg(2)] <= f(2)* <g(z)*,




saj sta obe absolutni vrednosti nenegativni. Dobljeno neenac¢bo lahko nato resimo z razcepom:
f@) <g@)? < (f@)—g@)(f(x)+g(x)) <0.
4. ResSevanje neenacb s kvadratnim korenom
Pri kvadratnem korenu najprej dolo¢imo definicijsko obmocje. Pred kvadriranjem preverimo tudi predz-

V() <glz)

zahteva f(x) > 01in g(z) > 0. Sele nato lahko obe strani kvadriramo in dobimo

naka obeh strani. Na primer,

flz) < g(x)*.

Kvadriranje brez preverjanja predznakov lahko doda vrednosti, ki niso resitve prvotne neenacbe.

5. Resevanje neenacb z ulomki

Pri ulomkih najprej iz definicijskega obmocja izlo¢imo nicle imenovalcev. Nato lahko ulomke zdruzimo
na skupni imenovalec in dolo¢imo nic¢le stevca ter imenovalca. Te vrednosti razdelijo stevilsko premico

na intervale, na katerih preverimo predznak ulomka.

Vrednosti, pri katerih je imenovalec enak ni¢, nikoli ne spadajo med resitve.

6. Dolo¢imo mnozico resitev

Ko neenacbo resimo, preverimo, ali dobljene vrednosti pripadajo definicijskemu obmocju. Nato resitev
zapisemo v intervalni obliki. Pri strogi neenacbi robne vrednosti praviloma ne vklju¢imo; pri neenachi

z znakom < ali > jo vkljuc¢imo, ¢e je v definicijskem obmocju in neenacbo izpolnjuje.

Pri neenacbah z ve¢ absolutnimi vrednostmi je najpregledneje, da najprej dolo¢imo nicle vseh izrazov
v absolutnih vrednostih. Te tocke uporabimo za razdelitev stevilske premice, nato pa neenacbo resimo

na vsakem intervalu posebej.




[\/xQ—i- —2r+1>0 ]

RESITEV

Najprej dolo¢imo definicijsko obmodcje. Ker je 22 + 1 > 0 za vsak z € R, je neenacba definirana za vse

realne vrednosti: D = R.

Neenacbo preoblikujemo:
Vz+1l-2x41>0 <« ?2+1>2r—1.

Leva stran je vedno pozitivna, desna pa je lahko negativna ali nenegativna. Zato obravnavamo dva

primera.

1. primer: z <

.

N —

V tem primeru je 2x — 1 < 0. Ker je v22 + 1 > 0, dana neenacba velja za vsak x <

N | —

1
2. primer: z > 3

Tedaj sta obe strani neenacbe pozitivni, zato ju lahko kvadriramo:
V2 +1>2r -1 <= 22+1>2r—-1)°
— P+1>4" -4z +1

— 32— 4r<0

<~ z(3x—4)<0.

Produkt je negativen med nic¢lama faktorjev, zato je

4
O<z < —.
T3
. . ) 1. )
Upostevamo Se pogoj x > 3 in dobimo
1 oy 4
—<x< -,
3
Zdruzimo resitvi obeh primerov:
1 1 4
< — 1 —<r< -
z < 5 ali 5 x 3

Zato je mnozica resitev




2
2m+1<i
2—x

RESITEV

Najprej doloc¢imo, kje je neenacba definirana. Podkorenjski izraz mora biti nenegativen, imenovalec pa
ne sme biti enak nic:
20+1>0 in 2—x#0.

Od tod dobimo

Torej je definicijsko obmocje

D= {—%,2) U (2, 00).

Ker je leva stran neenacbe nenegativna, mora biti desna stran pozitivna. Na definicijskem obmocju je

x + 2 >0, zato je ulomek
T+ 2

2—x

natanko tedaj, ko je 2 — z > 0, torej ko je z < 2. Zato neenacba nima resitev za > 2, obravnavamo

>0

pa interval

1
—— < x<2
2_1’

Na tem intervalu sta obe strani nenegativni, zato lahko neenac¢bo kvadriramo:

2x+1<§i—i = 2x+1<%
= (2r+1)2-2)?<(z+2)?
— 2%z —4)<0
— 2%(r—4)<0.

Ker je 22 > 0 za o # 0, produkt z2(x — 4) je negativen, kadar je < 4 in x # 0. Na intervalu {—%, 2)

to pomeni, da so resitve vse vrednosti razen x = 0.

Zato je mnozica resitev

1
T e —§,O> U(O,Z) .




[|x—1|<x+4

RESITEV

Neenacba je definirana za vsako realno stevilo, zato je definicijsko obmocje

D =R.

Absolutno vrednost odpravimo tako, da obravnavamo dva primera.

1. primer: =z > 1.

Tedaj je x — 1 > 0, zato velja |z — 1| = x — 1. Dobimo
lr—1ll<z+4 <= z-1l<z+4 = -—-1<4.
Zadnja neenacba vedno velja. Zato so v tem primeru resitve vsa stevila

x € [1,00).

2. primer: x < 1.

Tedaj je x — 1 < 0, zato velja |xr — 1| = —(x — 1) = 1 — 2. Dobimo

lr—1<z+4 <= l1l—-z<z+4

— -3<2

<~ > 5
T — .
2

Upostevamo Se pogoj tega primera, torej x < 1. Zato so resitve v tem primeru
3
xr € (-5, 1) .

Resitve obeh primerov zdruzimo:

Mnozica resitev je torej




LQ\:U—1|+|3:+2|<4 j

RESITEV

Absolutna vrednost je definirana za vsako realno stevilo, zato je neenacba definirana za vse x € R:

D =R.

Izraza v absolutnih vrednostih spremenita predznak pri
r—1=0 <— x=1, r+2=0 <— x=-2
Zato stevilsko premico razdelimo na intervale

(—o0, —2), [—2,1), [1,00).

Absolutna vrednost Stevila predstavlja njegovo razdaljo od ni¢. Zato je |z — 1| razdalja med Steviloma

x in 1, medtem ko je |x 42| = |z — (—2)| razdalja med Steviloma z in —2. Obe razdalji sta nenegativni.

Za odstranitev znakov absolutne vrednosti preverimo predznak izrazov x — 1 in x + 2:

11—z, <1, —r—2, < -2,
r—1, z>1, T+ 2, T > —2.
Izraza spremenita predznak pri = 1 oziroma x = —2. Zato Stevilsko premico razdelimo pri teh dveh

vrednostih in na vsakem dobljenem intervalu uporabimo ustrezno vrstico zgornjih zapisov.
1. primer: z < —2.
Oba izraza z — 1 in x + 2 sta negativna, zato

e —1]=1-—uz, |z +2|=—z—2.

Dobimo

20—z)+(—r—-2) <4 = -3r<4 = z>-—-.

Ta pogoj ne velja za noben x < —2, zato v tem intervalu ni resitev.

2. primer: -2 <z < 1.

Tedaj je x — 1 < 0, medtem ko je z + 2 > 0. Torej

lr—1]=1—ux, lz+2=2+2.




Dobimo

20—z)+(z+2) <4 <= 4d—z<4 <= x>0

Ob upostevanju pogoja —2 < x < 1 so resitve tega primera
(0,1).
3. primer: x > 1.
Oba izraza sta nenegativna, zato
et —1] =2 -1, lz+2|=xz+2.

Dobimo 4
2 -1+ (r+2) <4 <= 3r<d <— z <3

Ob upostevanju pogoja x > 1 so resitve tega primera

)

Zdruzimo resitve vseh treh primerov:

0noid)=(03)

1
c(0.2) |
. (3)

Zato je mnozica resitev




Uﬁ+4x+$<2 ]

RESITEV
Naj bo
flz)=2*+42+3=(z+1)(z+3).
Nicli izrazov v produktu sta ¢ = —3 in z = —1. Ker je vodilni koeficient kvadratnega polinoma

pozitiven, je f(x) pozitiven zunaj nicel in negativen med njima:

w?+42+3>0 zax € (—o0,—3]U[-1,00),
2’ +4r+3<0 zaz € (=3,—1).

Zato je absolutna vrednost enaka

x? + 4z + 3, x € (—o0,—3|U[—1,00),

|2% + 42 + 3| =
—(2*+4x+3), z € (=3,-1).

Absolutna vrednost je definirana za vsak realni x, torej je
D =R.
Neenacho resimo loceno na intervalih, kjer ima izraz v absolutni vrednosti dolo¢en predznak.

1. primer: z € (—oo0, —3] U [—1,00).

V tem primeru je 2% + 4z + 3 > 0, zato neenacba postane
2 +4x+3<2.
Preoblikujemo:

22 +4r+3<2
22 4+4r+1<0
(z+2)*<3

2 V3<r<-2+3

To resitev presekamo z intervaloma, na katerih velja 22 + 42 + 3 > 0:

(=2 —V/3,-3]U[~1, -2+ V3).




2. primer: z € (—3,-1).

V tem primeru je z* + 4z + 3 < 0, zato je
|2% + 42 + 3| = — (2 + 4 + 3).
Neenacba postane

—(2* +4r+3) <2
2? +4x+5>0
(x+2)?+1>0.

Zadnja neenacba velja za vsak realni x, zato so v tem primeru resitve vse vrednosti iz intervala (—3, —1).

Zdruzimo resitve obeh primerov:
(=2 —=43,-3]U(=3,-1) U[=1,-2+v3) = (=2 — V3, -2 + V/3).

Mnozica resitev je torej

€ (-2-V3,-2+V3) |

OJ
[‘|1;—|—1|—|2x—1|)§1 }
RESITEV
Vsi izrazi v neenachi so definirani za vsako realno stevilo, zato je
D =R.
Najprej dolo¢imo predznaka izrazov v notranjih absolutnih vrednostih:
1
r+1=0 <= z=-1, 20 —1=0 <= xzé.
Zato stevilsko premico razdelimo na intervale
1 1
—OO,—l ) _17_) ) |:_7OO> .
en, 1) [
Sedaj zapiSemo vsako absolutno vrednost posebej. Predznak izraza x + 1 se spremeni pri x = —1,

10



1
predznak izraza 2z — 1 pa pri x = 3 Zato velja

1
—ZL’—]., £L'<—]_, 1_2567 r <,
|z 4+ 1] = |2z — 1| = %
x4+ 1, x> —1, 2z — 1, xzi
. : 1 e : . , :
Tocki x = —1 in x = 3 razdelita stevilsko premico na tri intervale. Na vsakem intervalu uporabimo

ustrezna izraza iz zgornjih zapisov.

« Ceje z < —1, uporabimo prvi izraz za obe absolutni vrednosti:

le+1] -2 —-1]=(—2z—-1)—(1—2z)=2—2.
S 1 : . : .
e Ceje—1<a< 2 uporabimo drugi izraz za |x + 1| in prvi izraz za |2z — 1]:
le+1]— 20 -1 =(z+1) — (1 —2z) = 3.
. 1 : . : :
e Cejex > 2 uporabimo drugi izraz za obe absolutni vrednosti:
le+1|—20—-1=(x+1)—2x—-1)=2—=z.

Torej velja

1

|z + 1| — |22 — 1] = { 3=, —1§x<§,
1
2 — > —.
T, T2

Tako neenacho resujemo po primerih.

1. primer: r < —1.
Tedaj je
o+ 1] = |22 = 1]| = |z - 2I.
Resimo:
lr—2|<1 «— -—-1<z-2<1 <<= 1<z<3.

Nobena od teh vrednosti ne zadoséa pogoju x < —1, zato v tem primeru ni resitev.

1
2. primer: —1 <z < 5"

Tedaj je
’|x+ 1| — |2z — 1|’ = |3z|.

11



Zato
<z <

Wl =
Wl =

Bz <1 <«—= —-1<3x<1 +— -

1
Vse dobljene vrednosti zadoséajo pogoju —1 < x < 2 zato so resitve tega primera

5
3731
) 1
3. primer: z > 3
Tedaj je
o+ 1] = |22 = 1] = |2 - =].
Zato

2—z|<1 «— -1<2-2<1 <<= 1<zx<3.

Te vrednosti zadoscajo pogoju x > 2 zato so resitve tega primera

1,3].

Zdruzimo resitve vseh treh primerov. Mnozica resitev je

11
3’3

.T€|: }U[l,?)].

[ |z® — 2?| < |2° + 2|

RESITEV

Neenacbha je definirana za vsako realno stevilo, zato je definicijsko obmocje

D =R.
Najprej razcepimo izraza:
v} —2? =2 - 1), 2+ 1 =x(r+1).
Predznaki se lahko spremenijo pri x = —1, 2 = 0 in x = 1. Zato obravnavamo naslednje primere.

1. primer: z < —1.

12



Tedaj je 2 — 22 < 0, izraz 2% 4+ x pa je pozitiven. Zato dobimo
J ) pa je p

|2 — 2% < |2° +2| = -2+ <2’+z

— P —_1r<0

— —z(z*+1)<0.

Ker je z < 0, je —x > 0. Tudi 22 + 1 > 0, zato je produkt —z(z? + 1) pozitiven. V tem primeru torej

ni resitev.

2. primer: —1 <z <0.

Tedaj je 23 — 2% < 0 in 22 + x < 0. Zato dobimo

2° — 2| < |2? +2] = -P+rt<-at-u

— a(-2*+2r+1)<0.
Ker je x < 0, pri deljenju z x obrnemo smer neenacaja:
—2?+20+1>0 <= 2°-22-1<0.

Nicli kvadratnega izraza sta

2+v4+4
x = TJF =14+V2
Ker je koeficient pri 2% pozitiven, je izraz negativen med ni¢lama:

1—V2<a2<1+V2

Upostevamo Se pogoj —1 < x < 0. Resitve v tem primeru so
z € (1—+2,0).

3. primer: 0 <z < 1.

Tedaj je 23 — 22 < 0 in 22 + 2 > 0. Zato dobimo

|2 — 2| < |2 +2] = -2P+rP<tto
= 2"+1>0

— z(x*+1)>0.

Ker je 22 + 1 > 0, zadnja neenacba velja natanko tedaj, ko je x > 0. Upostevamo $e pogoj = < 1.

13



Resitve v tem primeru so

z e (0,1).

Pri x = 0 dobimo 0 < 0, kar ne velja.

4. primer: x > 1.

Oba izraza sta nenegativna, zato dobimo

|2 — 2| < |2 +2] = P-rP<Pta

— z(@*—-2r-1)<0.
Ker je x > 1, je z > 0, zato lahko delimo z x:
=2z —1<0.

Kot smo zZe izracunali, to velja za

1-V2<2<1+V2

Upostevamo Se pogoj x > 1. Resitve v tem primeru so

re1,14+V2).

Resitve vseh primerov zdruzimo:
(1=+/2,00U(0,1)U[1,1+2).

Mnozica resitev je torej

e (1-+2,00U(0,1+2)|

O
3—=x
>+/3 -2z
z+1
RESITEV

Najprej dolo¢imo, kje je neenacba definirana. Imenovalec ne sme biti enak ni¢, podkorenjski izraz pa
mora biti nenegativen:
r+1#0 in 3—2z>0.

Od tod dobimo

r# -1 in z<

N W
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Definicijsko obmocje je zato

3
D= (o0, 1) U (-1, 5] .
Ker je desna stran neenacbe nenegativna, mora biti leva stran pozitivna. Na definicijskem obmocju
velja
3 3
3—x>23—-==->0.
TET T
Zato je ulomek
3—x
> 0
r+1

natanko tedaj, ko je x 4+ 1 > 0, torej ko je x > —1.

Za xr < —1 neenacba nima resitev. Obravnavamo torej samo interval

DN W

—l<xr<—.
Na tem intervalu je leva stran pozitivna, desna pa nenegativna, zato lahko neenacho ekvivalentno
kvadriramo:
3 — 3—x)?
L VETT e BT g g,
r+1 (x+1)2
— (B3—2)">(3-2z)(x+1)>

Pri zadnjem koraku smo mnozili s pozitivnim Stevilom (z + 1)?, zato se smer neenacaja ni spremenila.

Razsirimo oklepaje in prenesemo vse ¢lene na levo stran:

B—z)?—B-22)(x+1)>>0

22— 6 +9—(—22° —2? +42+3) >0
203 + 222 — 1024+ 6 >0

2(x — 1)*(z +3) > 0.

Na obravnavanem intervalu je x + 3 > 0. Kvadrat (z — 1)? pa je pozitiven za vsak z # 1 in enak ni¢

pri x = 1. Zato neenacba velja za vse

3
xE(—l,a], x # 1.

Pri z = 1 sta obe strani zacetne neenacbe enaki 1, zato ta vrednost ni resitev. Vrednost z = % pa je

resitev, saj dobimo

15



Mnozica resitev je torej

ze(-1,1)U (1%} .

Um—i—|23§+4|’22

RESITEV

Neenacba je definirana za vsako realno stevilo, zato je definicijsko obmocje

D =R.

Najprej odpravimo notranjo absolutno vrednost. Ker velja
2r+4=0 +— zx=-2,
obravnavamo dva primera.

1. primer: r < —2.

Tedaj je 2z 4+ 4 < 0, zato velja
20 4+4|=—(22+4) = -2z — 4.

Dobimo

o+ 20 +4]| = |z — 20— 4| = |-z — 4| = |z +4].

Zacetna neenacba je torej enakovredna neenacbi
|z 44| > 2.
Absolutna vrednost je vsaj 2, ¢e je izraz vsaj 2 ali najve¢ —2:
r+4>2 ali x+4<-=-2.

Od tod dobimo
> -2 ali z < -—6.

Upostevamo Se pogoj tega primera, torej z < —2. Moznost x > —2 zato odpade.

Resitve v tem primeru so
x € (—o0, —6].
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2. primer: r > —2.

Tedaj je 2z + 4 > 0, zato velja
|22 + 4| = 2z + 4.

Dobimo
’x-ﬁ- |2x+4|‘ = |z + 2z +4] = |3z + 4.

Zato resujemo neenacho
13z 4+ 4| > 2.

To pomeni
3r+4>2 ali 3z+4<-2.

0Od tod dobimo

Upostevamo Se pogoj x > —2:

e vse vrednosti x > —% izpolnjujejo ta pogoj;

e pri moznosti x < —2 ostane samo r = —2.

Resitve v tem primeru so torej

xe{-2}U [—g,oo) :

Resitve obeh primerov zdruzimo. MnozZica resitev je

T € (00, —6] U{—2} U [—;,oo> |

Priz=—-6,z=—-2inx = —% je leva stran zacetne neenacbe enaka 2. Ker je enakost dovoljena, vse
tri vrednosti spadajo v mnozico resitev. U
[|9:2—a:|—|x|<8 }
RESITEV

Neenacha je definirana za vsako realno stevilo, zato je definicijsko obmocje

D =R.
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Izraz v prvi absolutni vrednosti razcepimo:
v — 2 =x(r—1).

Predznaki izrazov x(z — 1) in x se lahko spremenijo pri x = 0 in x = 1. Zato obravnavamo tri primere.

1. primer: z < 0.

Tedaj sta © < 0 in x — 1 < 0, zato je z(z — 1) > 0. Torej velja
|2* — x| = 2* — x, |z| = —=.
Dobimo

2 —z|—|z] <8 <= 2*—x—(-2)<8
— %<8
= —2/2<z<2V2

Upostevamo Se pogoj x < 0. Resitve v tem primeru so

z € (—2v/2,0).

2. primer: 0 <z < 1.

Tedaj je x(z — 1) < 0 in x > 0, zato velja
|22 — 2| = —(2* — 2) = —2° + 7, |z| = x.
Dobimo

|22 — 2| — 2| <8 <<= —a*+zr-2<8

— -2’<8.
Ker je —2? < 0 < 8, zadnja neenacba vedno velja. Zato so resitve v tem primeru vsa Stevila

z € [0,1).

3. primer: r > 1.

Tedaj je z(z — 1) > 0 in = > 0, zato velja

2’ —z|=12° -1z, x| = .
|
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Dobimo

2> — x| —|z] <8 <= 1*-r—-2<8
— 2°-2r-8<0
— (r—4)(z+2)<0.

Produkt je negativen med nic¢lama, zato velja
—2<x <4
Upostevamo Se pogoj x > 1. Resitve v tem primeru so

x € [1,4).

Resitve vseh treh primerov zdruzimo:
(=2v/2,0) U[0,1) U [1,4) = (—2v/2,4).

Mnozica resitev je torej

z € (—2v2,4) |
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Analiza 1

Povzetek 4. vaj

Kompleksna Stevila

1. Definicija in binomska oblika

Imaginarna enota i zado$¢a enacbi i> = —1. MnoZica kompleksnih $tevil je
C={a+ib|a,beR}.

Zapis z = a + ib imenujemo binomska oblika. Stevilo a je realni del, §tevilo b pa imaginarni del:
Rez = a, Imz =0b.

Pozor: imaginarni del je realno $tevilo b, ne izraz ib. Ce je b = 0, je z realno Stevilo. Zato realna

Stevila obravnavamo kot podmnozico C. Ce je a = 0 in b # 0, je z ¢isto imaginarno stevilo.

Enakost v binomski obliki. Za a,b,c,d € R velja

‘a—l—ib:c—i—id < a=cinb=d.

Primer: iz x 4+ i(2y — 1) = 3 + 54, kjer sta z,y € R, sledi = 3 in 2y — 1 = 5. Torej je y = 3.

2. Racunske operacije in njihove lastnosti
Naj bosta z = a + tb in w = c+ id. Velja

z+w=(a+c)+i(b+d),
z—w=(a—c)+i(b—d),
2w = (ac — bd) +i(ad + be).

Pri mnoZenju razsirimo oklepaje in uporabimo i* = —1. Ce je w # 0, ulomek razsirimo s Stevilom

c—id:

z  (a+ib)(c—id) ac+bd .bc—ad

w c? + d? _02+d2+102—|—d2'

Primer: . . ‘ .
1+2i  (1+2i)(1+3) —1+4 3

1—i 2 2

Sestevanje in mnoZenje sta komutativna in asociativna. Velja distributivnost z(u + v) = zu + zv.
Nevtralna elementa sta 0 za sestevanje in 1 za mnozenje. Vsak z ima nasprotno stevilo —z; vsak z # 0

ima obratno stevilo 1/z.



Potence $tevila i. Velja i =1, i' =i, > = —1, i = —i in i* = 1. Potence se ponavljajo s periodo 4:

Mt = ™ za vsak celostevilski m.

3. Upodobitev v kompleksni ravnini

Stevilu z = a4+ ib priredimo tocko (a,b). Vodoravna os je realna os, navpi¢na pa imaginarna os. Stevilo
lahko predstavimo tudi z vektorjem od izhodis¢a do tocke (a,b).

Im
z=a-+1b
br------------ ‘
r=|z| i
© |
0 a Re

Vsoto kompleksnih stevil dobimo s sestevanjem njunih vektorjev. Razlika z — w predstavlja vektor od
tocke w do tocke z.

4. Konjugirano stevilo

Konjugirano stevilo stevila z = a + ib je

Z =a — 1b.

Geometrijsko je Z zrcalna slika stevila z Cez realno os. Na primer: ¢e je 2 = =2+ 3i, je Z = —2 — 3i.
Z =z, z+w=Z+w,
W = Z W, <3>=§ (w #0).
w W

Poleg tega velja

z24+Z=2Rez, z—Z=2iImz, z2€R <= 2z2=7.




5. Modul kompleksnega stevila

Modul je razdalja od izhodisca do tocke z:

|z| = Va? + b2, 2z = |2

Velja |z] > 0 in |z| = 0 <= z = 0. Pomembne lastnosti so

2] = |l 2] = |2] o],
zZ z
I R —— 24 w] < |2l + [ul.
wl = Tl

Razdalja med tockama 2 in w je |z — w|. Za z # 0 velja 1/z = z/|z|%.

6. Argument in trigonometricna oblika

Za z = a+1ib # 0 naj bo r = |z|. Argument je kot ¢, za katerega velja
a = 7Cos ¢, b= rsinp.

Kot merimo od pozitivnega dela realne osi; pozitivna smer je nasprotna smeri urnega kazalca. V tem

povzetku izberemo ¢ € [0,27). Vsi argumenti stevila z so p+2k7, k € Z. Stevilo 0 nima argumenta.

Trigonometricna oblika nenicelnega kompleksnega stevila je

z =r(cosp + isinp), r > 0.

Kako doloc¢imo argument po kvadrantih?

Ce sta a # 0 in b # 0, najprej dolo¢imo pripadajoéi ostri kot a v prvem kvadrantu:

a = arctan(’b‘> € (0,7/2).

lal




Nato pogledamo predznaka a in b:

kvadrant | «a b |izbrani argument ¢
I >00>0 o)
IT <01>0 ™ —
IT1 <0f<O T+«
IV >0f<0 2 — «

Ce stevilo lezi na koordinatni osi, uporabimo naslednje vrednosti:

pogoj P

a=0,b<0]37/2

Primer. Naj bo z = —v/3 + 4. Modul je r = 2. Ker je a < 0 in b > 0, je stevilo v drugem kvadrantu.
Velja

<1> 7 T 5w
a =arctan| —= | = = gpzw—gz—.

V3) 6
Zato je z = 2(COS(57T/6) +1 Sin(57r/6)). Vsi njegovi argumenti so 57 /6 + 2k7, k € Z.

Pozor. Enacba tang = b/a sama ne doloc¢i kvadranta: tangens ima periodo m. Vedno preverimo

predznaka realnega in imaginarnega dela.




Trigonometricne formule in vrednosti pri posebnih kotih
Sinus in kosinus vsote ter razlike kotov

Za poljubna realna kota « in 8 veljajo formule:

cos(a+ [3) = cosaccos f — sin asin 3,
cos(aw — 3) = cos v cos f + sin asin 3,
sin(a + ) = sinaccos 3 + cos asin f3,
sin(a — 8) = sinacos § — cos asin .

Kako si zapomnimo predznake? Pri kosinusu se predznak spremeni: pri vsoti kotov uporabimo
minus, pri razliki pa plus. Pri sinusu predznak ostane enak: pri vsoti uporabimo plus, pri razliki pa

minus.

Tangens kota

Tangens je koli¢nik sinusa in kosinusa:

sin o

tana = cosa # 0.

cosa’

Ce je cos a = 0, tangens ni definiran. Zato na primer tan 90° ni definiran.

Stopinje in radiani
Velja

180° = 7 radianov.
Iz stopinj v radiane pretvorimo tako:

kot v stopinjah
180°

kot v radianih =

Na primer:

15 - 75 5
s 2T o 22T
YT P TR T

Tabela vrednosti za kote od 0° do 90°

Koti med 0° in 90° lezijo v prvem kvadrantu. Kota 0° in 90° sta na njegovem robu.




a v stopinjah a v radianih sin « cos & tan «
0° 0 0 1 0
— V2 6 2
15° T V6-v2 Vo+v2 2_3
12 4 4
50° z L V3 V3
6 2 2 3
450 i V2 V2 .
4 2 2
T V3 1
° - — = 3
60 3 2 2 V3
5 V6 +/2 V6 — V2
o] . A I 2
75 - . 7 +V3
0 . :
90° 5 1 0 ni definiran

Primer: kako izracunamo vrednosti pri kotu 15°7

Ker je 15° = 45° — 30°, uporabimo formuli za razliko kotov:

cos 15° = cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30°

V2 VBB

_V6+V2

1
2

sin 15° = sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30°

V2 VB Ve
V2B VR
VB V2

1
2




Tangens dobimo z deljenjem:
sin 15° V6 — 2
cos15° /6 ++/2
(V6 V2P

(V6+v2)(V6-v2)
8 —4+/3
8—-4v3 _ 92— /3.

4
Vrednosti pri kotu 75° lahko podobno izracunamo iz zapisa 75° = 45° + 30°.

tan 15° =

Pripadajoci ostri kot in predznaki sinusa ter kosinusa

Pri racunanju sinusa in kosinusa najprej dolo¢imo, v katerem kvadrantu lezi kot. Nato poiS¢emo
pripadajoci ostri kot. Z njegovo pomocjo pois¢emo absolutni vrednosti sinusa in kosinusa, predznaka

pa doloc¢imo glede na kvadrant.

Oznacimo kot, katerega vrednosti ra¢unamo, z #. Ce je potrebno, najprej od @ odstejemo ali pristejemo

veckratnik 27 in dobimo kot « iz intervala [0, 27):
a=0-—2kr za neko stevilo k € Z.
Kota # in « imata isti krak, zato velja

sinf = sin« in cosf = cos a.

Kot o nam torej pove, v katerem kvadrantu lezi krak kota. Pripadajoci ostri kot oznacimo z . To je

kot med krakom kota « in najblizjo osjo . Vedno velja

s
0<pB<—.
p 2

Kot 3 ni kot, katerega vrednosti iScemo, ampak nam pomaga poiskati te vrednosti v tabeli za ostre
kote.

Kvadrant kota « Predznak sin « Predznak cos « Predznak tan o
I + + +
I1. + — —
I1T. — — +
IV. — + —




Pripadajoci ostri kot 3 dolo¢imo glede na kvadrant kota a:

Kvadrant, v katerem lezi a | Pripadajo¢i ostri kot /3 Vrednosti sinusa in kosinusa
L. b=« sina =sin 3, cosa = cosf
IT. b=7m—« sina =sin 3, cosa = —cosf
I11. b=a—m sina = —sinf3, cosa = —cos[3
IV. b =21 —« sina = —sin 3, cosa = cospf

T
Primer 1: Izracunajmo vrednosti pri kotu 6 = 5

Ta kot Ze lezi v intervalu [0, 27), zato je

Ker velja

<47r<37r
7'(' PR PR
3 2’

kot « lezi v tretjem kvadrantu. Pripadajoci ostri kot je

s
V tretjem kvadrantu sta sinus in kosinus negativna. Zato uporabimo vrednosti pri ostrem kotu § = 3

in dodamo ustrezna predznaka:

4 s V3 41 T 1
sin— = —sin — = —— COS — = —COS = = ——
3 27 3 3 2
. . . 23w
Primer 2: Izracunajmo vrednosti pri kotu 6 = .
o . 127
Kot najprej zmanjsamo za 27 = ?:
2 12 11
B9 — 3m m _Unr

6 6 6

117
Kota # in o imata isti krak, zato imata enake vrednosti sinusa in kosinusa. Kot av = o lezi v ¢etrtem
kvadrantu. Njegov pripadajoci ostri kot je
11r =

15} T — 70 5 5




V cetrtem kvadrantu je sinus negativen, kosinus pa pozitiven. Zato

. 23w 1w LT 1
sin— =sgin— = —sin— = ——,
6 6 6 2
23w 117 T V3
COS —— = COS —— = COS — = —.
6 6 6 2

Pri nekaterih kotih krak kota lezi na eni od koordinatnih osi. Takrat kot ne lezi v nobenem kvadrantu,

zato ne dolo¢amo pripadajocega ostrega kota. Sinus in kosinus od¢itamo neposredno z enotske kroznice.

Na enotski kroznici kotu « pripada tocka s koordinatama (cos «, sin «). Prva koordinata tocke je torej

kosinus kota, druga pa sinus kota. Zato pri kotih, katerih krak lezi na oseh, dobimo:

Qo Tocka na enotski kroznici CcoS « sin «
0 (1,0) 1 0
T

— 0,1 0 1
2 ( ) )

T (—1,0) -1 0
3

— 0,—1 0 —1
2 ( Y )

2 (1,0) 1 0

s
Na primer, pri kotu 5 je pripadajoca tocka na enotski kroznici (0, 1). Zato je
s s

=0 i in- = 1.
COS2 m Sln2

3
Ker je pri kotih g in g kosinus enak 0, tangens pri teh kotih ni definiran.

7. Enakost v trigonometricni obliki

Naj bosta z = r(cos(go) +1 sin(gp)) inw = s(cos(w) +i sin(w)>, kjer sta r, s > 0. Tedaj

‘z:w < r=siny—Y =2km zaneki k € Z.

Torej morata biti modula enaka, argumenta pa enaka do celostevilskega veckratnika 2. Ce sta oba

kota izbrana v [0,27), to pomeni r = s in ¢ = .

Primer: 2(003(7?/3) + isin(w/S)) = 2(003(77?/3) + z'sin(77r/3)), ker se kota razlikujeta za 2.




Nicla. Zapis O(Cos(cp) + isin(gp)) ima vrednost 0 pri vsakem kotu, vendar kot ¢ ni argument nicle.

Zgornji kriterij velja za pozitivna modula.

8. Mnozenje, deljenje in konjugiranje

Za z = r(cos(p) +isin(p)) in w = s(cos(h) +isin(¥)), kjer sta r,s > 0, velja
2w = rs(cos(ip + ¥) +isin(p + ),

= = (coslp — o) +isin(e — ¥)).

7 = r(cos(—p) +isin(—)).

Pri mnozenju module mnozimo in argumente seStejemo. Pri deljenju module delimo in argumente

odstejemo. Dobljeni kot po potrebi premaknemo v [0, 27) z dodatkom veckratnika 27.

Argument konjugiranega Stevila. Ce je ¢ = 0, je izbrani argument $tevila Z enak 0. Ce je

0 < ¢ < 2m, je enak 2w — .

9. De Moivrova formula

Za vsak realni kot ¢ in vsako celo stevilo m velja

(cosp +ising)™ = cos(my) + i sin(mep).

Zato za z = r(cos(go) + isin(go)) # 0 velja

2" =" (cos(mw) + isin(mgo)), m € Z.

Za niclo so pozitivne celoStevilske potence enake ni¢; negativne potence nicle niso definirane. Izraza 0°

tukaj ne uporabljamo.

Primer. Ker je 1 +1i = \/§<cos(7r/4) + iSiH(W/4)), dobimo

(1+4)° = (v2)°(cos(6m/4) + isin(67/4)) = 8(cos(37/2) + isin(37/2)) = —8i.
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10. Vsi n-ti koreni kompleksnega stevila

Naj bo n > 2 celo stevilo. n-ti koren stevila w je vsako stevilo z, za katero velja 2" = w.

Ce je w = 0, je edina resitev z = 0. Naj bo zdaj

w = p(cos(g@) + isin(cp)), p > 0.

Enacba z"™ = w ima natanko n razlicnih resitev:

2%k 2%
= W(COS<W> +z’sin<w>> . k=0,1,....n—1.
n n

Tu {/p pomeni pozitivni realni n-ti koren pozitivnega stevila p.

Zakaj formula velja? PiSemo z = r(cos(@) —l—isin(@)). Po De Moivrovi formuli in kriteriju za enakost
velja
M=w <<= r"=pinnd=yp+2kr (keZ).

Zato jer = y/pin 6 = (p+2km)/n. Za k = 0,...,n—1 dobimo razlicne kote modulo 27. Pri zamenjavi

k s k + n se kot poveca za 2w, zato se koreni zacnejo ponavljati.

Geometrijski pomen. Vsi koreni leZijo na kroznici s sredis¢em v izhodiscu in polmerom 3/p. Kot
med zaporednima korenoma je 27/n. Za n > 3 tvorijo oglis¢a pravilnega n-kotnika. Za n = 2 sta

korena nasprotni tocki na kroznici.
Primer: pois¢imo vse resitve enadbe z* = —16

Najprej zapisemo —16 = 16(cos(7r) + isin(ﬂ)). Modul korenov je v/16 = 2, njihovi koti pa so

T+ 2kmw

k=0,1,2,3.
4 ) )y

Dobimo

k | argument | binomska oblika

o] n/4 V2 +iV2
1] 3n/4 —V2+iV2
2| 57/4 V2 —iV/2

30 7r/4 V2 —iV/2

11



Preverjanje. Cetrta potenca vsakega korena ima modul 16 in argument 7 + 2k7. Zato je enaka —16.

Pomembno. Pri iskanju vseh korenov ne smemo samo deliti izbranega argumenta z n. Pred deljenjem

dodamo 2k7 in upostevamo vseh n vrednosti k.

' 2\
[zracunajte in poenostavite. Rezultate zapisite v obliki a + bi:

4+ 27 (c) G174 38 _ 4105 4 ;2026

@) T

\ @)Z;?, (d) (14024 (1—1) ]

RESITEV

4+ 24
1—i°
Ulomek razsirimo s konjugiranim stevilom imenovalca. Konjugirano stevilo stevila 1 — i je 1 + 4.

(a) IzraGunajmo

Zato stevec in imenovalec pomnozimo z 1 + ¢:

442 (44 20)(1+19)
1—i  (1—=4)(1+9)

A4 4i4 20+ 2
B 1— 42
_4+60—2
141
2461

2

=1+ 3|

Pri ra¢unanju smo uporabili 2 = —1.
3—5i

b) Izrac j .
(b) Izracunajmo S

12



Konjugirano stevilo imenovalca 2 + ¢ je 2 — 7. Ulomek razsirimo s tem stevilom:

3—5i  (3—5i)(2—1)

2+i  (2+14)(2—1)
~ 6—3i—10i + 5°

4 — 42
_6—-13i—-5
4+1
C1—13i
5
1 13
=|z-——=1
5 5
(c) Izracunajmo i'7 + 38 — 105 4 2026,
Potence stevila ¢ se ponavljajo s periodo 4:
20:17 7’1:7’7 712:_1 23:—2, 24:1

Vsak eksponent zapisemo v obliki 4¢ 4+ r. Ker je i* = 1, je vrednost potence odvisna samo od

ostanka r:
17=4-4+1 = 7=,

38=4-9+2 = ¥ =i=_1,
105=4-264+1 = % =4
2026 =4-506 42 — ?0%0 =2 = 1.
Te vrednosti vstavimo v izraz:
i = 42 = (1) =i+ (1)
=@{—9)+(-1-1)

=—2+0i =[-2]

(d) Izraéunajmo (1 + )%+ (1 —1)3.
Najprej izracunamo vsako potenco posebej. Za prvo velja
(1+4)?=1+2i+4°
=1+2—1
= 2.
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Za drugo najprej izracunamo kvadrat:
(1—1i)*=1-2i+4=—2i.
Nato pomnozimo se z 1 — ¢:
(1—d)=(1-19)*1—10)
= (—20)(1 —1)
= —2i + 2¢°
=—2—- 2.

Na koncu sestejemo rezultata:

1+ + (1 —i) =20+ (-2 —2i) = -2+ 0i =[-2]

' N\
Skiciraj naslednje podmnozice kompleksnih stevil:

(a) {z€C: |z4+i+1| > 2}, (c) {z € C: Re(z?) +iIm(z(1 + 24)) = -3},
. (b) {z€C: |z—1| =]z — 1|}, (d) {z € C: 2(Re(2))? + Im(z) < 1}. |
RESITEV

Pri vseh nalogah zapisemo z = x + 1y, kjer z,y € R. Kompleksnemu stevilu z pripada tocka (z,y) v

kompleksni ravnini.

(a) Mnozica {z € C: |z +1i+ 1| > 2}.

Najprej vstavimo z = = + 1y:
z+i+l=(x+1)+i(y+1).

Zato velja

2 i+l =z +1)2+ (y+1)2

Zacetni pogoj je torej

V@ +1)2+ (y+1)2>2.

Obe strani sta nenegativni, zato lahko neenacbo ekvivalentno kvadriramo:

(z+1°+ (y+1)° >4

Enacba (z 4+ 1)? + (y + 1)? = 4 opisuje kroznico s sredis¢em S = (—1, —1) in polmerom 2.

14



Iskana mnozica vsebuje vse tocke, katerih razdalja od sredisca S je vsaj 2. Zato obarvamo zunan-

jost kroznice skupaj s kroznico. Kroznico narisemo s polno ¢rto, ker rob spada v mnozico.

Im 2

\= ; Re z

(b) Mnozica {z € C: |z —1| = |z —1i|}.

Izraz |z — 1] pomeni razdaljo tocke z od tocke A = (1,0). Izraz |z — i| pomeni razdaljo tocke z od
tocke B = (0, 1).

[s¢emo tocke, ki so od A in B enako oddaljene. Vstavimo z = x + 1y:

\/(x —1)?2 4y = \/mQ + (y — 1)%
Obe strani sta nenegativni, zato enacbo ekvivalentno kvadriramo:

(=1 +y* =2+ (y - 1)°,
v =20+ 14+y* =2+ — 2y + 1,
—2xr = —2y,

Y = T.

Iskana mnozica je torej

{e+iy:z,yeR, y=ux}

To je celotna premica y = x, ki je simetrala daljice AB.

15



Im z

21 y=uw
B
It
— * Rez
-2 -1 0 1A 2
14
91

(c) Mnozica
{z € C: Re(2?) + iIm(?(l + 22)) = —3} :
Najprej izracunamo z2:
22 = (z +iy)?

= 22 4 2zyi + y?i?

= 2% — y* + 2ayi.
Zato je

Re(2?) = 2 — y°.

Nato uporabimo Z = x — 4y in izracunamo produkt:

Z(1+2i) = (z —iy)(1 + 210)
=z + 221 — yi — 2yi°
= (z+2y) +i(2x — y).

Torej velja
Im(Z(1 + 2i)) = 2z — y.

Zacetno enacho zdaj zapisemo v obliki
(% —y*) +i(2z —y) = =3 + 0i.

Kompleksni stevili sta enaki natanko tedaj, ko sta enaka njuna realna in imaginarna dela. Zato
morata hkrati veljati enachi
1.2 _ y2 — _37

20 —y = 0.

16



Iz druge enacbe dobimo y = 2x. To vstavimo v prvo:

r? — (22)* = -3,
r? —4a? = -3,
—32% = -3,
=1
Zato imamo dve moznosti:
r=1, y=2, r=-1, y=-2
Iskana mnozica je
{1+ 2i, —1 — 2i}.
Na sliki ozna¢imo samo dve tocki: (1,2) in (—1,—2).
Im 2z
A
142
21---o
=
% | * Re z
-2 <10 1 2
—11
*—2
—-1-2i

(d) Mnozica {z € C:2(Rez)*+Imz < 1}.

Ker velja Rez = x, Im 2z = y, dobimo 222 + y < 1. Izrazimo y:

y < 1—22%

Najprej narisemo parabolo y = 1 — 222. Njeno teme je T' = (0, 1). Parabola je obrnjena navzdol,

ker je koeficient pri 22 negativen.

Za lazjo skico izracunamo se dve tocki:

r=1— y=-1,

r=-1 — y=-—1

Parabola torej poteka skozi tocki (1,—1) in (—1,—1). Ker mora veljati y < 1 — 2z?, obarvamo

obmocje pod parabolo. Parabola sama ne spada v mnozico, zato jo narisemo s ¢rtkano ¢rto.

17



2 1
T =(0,1)
1o
lll “ i Re
-2 -1 0] v 2 ‘
(—1,-1)é-1 o(1,-1)
ll' _2 T “\
S
y <1-—22?

-

Zapisite v polarni obliki naslednja kompleksna stevila:
(a) 1 = \/g + i7
(b) 2y = —2 — 2+/314,

(C) z3=—1—1,

(&

(d) 24 = —31.

RESITEV

Za polarni zapis uporabimo obliko
z =r(cos p + isinp),

kjer je r = |z|. Argument ¢ izberemo v intervalu [0, 27).

(a) 21 = V3 +i.
Najprej izracunamo modul:

r=y(V3)2+12=3+1=2.

Realni in imaginarni del sta pozitivna, zato je stevilo v prvem kvadrantu. Velja

1
tanp = —, zato je Y=
V3

S

Polarni zapis je

T .. m
21:2(0086—{-281118).

(b) 2 = —2 — 2V/31.

18



Modul je

. — \/(_2)2 +(=2V3)2 = V4 + 12 =4.

Realni in imaginarni del sta negativna, zato je stevilo v tretjem kvadrantu. Najprej dolo¢imo

pripadajoci kot o v prvem kvadrantu:

—2v3
tana:%:\@, azg.
V tretjem kvadrantu velja
n n T 4m
=T+a=7T+_—-=—.
4 3 3
Zato je
4( 47 s 47T>
29 =4 (cos — +isin — |.
’ 3 3
Z3 = —1—1q.
Modul je

r= (D2 ()2 = VR

Stevilo je v tretjem kvadrantu. Pripadajoci kot a v prvem kvadrantu dolo¢imo iz
tana = ——— =1, a=

Zato dobimo

Polarni zapis je

z:;zﬁ(cos%—msin%).

Z4 = —31.
Modul je

A

Stevilo lezi na negativnem delu imaginarne osi, zato je

90:7-

Torej je

—3(cos3ﬂ+'s' 37r>
24 = 5 7 sin 5 )

19



V polarni obliki izracunajte naslednje izraze, pri ¢emer uporabite kompleksna stevila iz prejsnje
vaje:
z
(a) 27, (b) 23z, (c) = (d) 25"

I

24

Resitev. Uporabimo polarne zapise iz prejsnje vaje:

T .., T
z1=2|cos— +1sin— |,

6 §
29 :4<cos4—ﬂ+isin4—ﬁ>
3 3/
23:\/§<cos5—7r+isin5—7r),
4 4
24:3<0083—7T+isin3—7r>.
2 2

Pri potenciranju uporabimo De Moivrovo formulo. Pri mnozenju module mnozimo in argumente seste-
jemo. Pri deljenju module delimo in argumente odstejemo. Na koncu rezultate zapisemo v binomski
obliki a + bs.

(a) Izraéunajmo 2.

Po De Moivrovi formuli modul potenciramo na Sesto potenco, argument pa pomnozimo s 6:

20 =26 (COS (6%) +isin (6%))

= 64(cosm + isin ).

Ker je cosm = —1 in sin7m = 0, dobimo
20 =64(—1+0i) =|—64 + 0i .

(b) Izradunajmo z3z3.

Najprej kvadriramo zs:
22 =16 (cos 8—7T + ¢ 8in 8—7T>
2 3 3/

Nato pomnozimo z z3. Modula pomnozimo, argumenta pa sestejemo:

8 5w 8m 5T
2 f— — — ) 1 — —
z223—16\/§<cos<3+4)—|—zsm<3—|—4>>.

Izrac¢unamo vsoto kotov:
&t bdr  32xm  1bw 47w

3 4 12 12 127

20



Odstejemo 27, da dobimo kot v intervalu [0, 27):

Zato velja

Zaz3 = 16v/2 (cos 17T—2 —isin 17r_2) .

Kot 7/12 zapisemo kot razliko:

O
12 4 6
Uporabimo formuli za kosinus in sinus razlike:
T T T . m ., m
cosﬁzcoszcosg—ksmzsmg
2 V3 V2 1 V6+42
T2 2 T T T a
LT . s T T
smE:stcosg—cosZsmg
V2 V3 V21 V-2
T2 2 2 2 4

Vstavimo ti vrednosti in poenostavimo:

2323:16\/§<‘/61'\/§_i\/_;\/§>

= 4V2(V6 4+ V2) — 4V2(V6 — V2)i
=|(8+8V3) + (8 — 8V3)i|.

(¢) Izrac¢unajmo =,
24

Modula delimo, argumenta pa odstejemo:

Razlika argumentov je

Ce pristejemo 27, dobimo izbrani argument 77 /4. Zato je

Z4 3

23 V2 c .. 0w
— (cosz + 7s1n Z) .
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Ker velja

4 2 4 27
dobimo
5 _VI(VE AR
R 2 2
=|-— =
3 3

(d) Izrac¢unajmo z3%.

Uporabimo De Moivrovo formulo:
100 100 o - om
290 = (V/2) (cos (100 : Z) + isin <1oo - Z))
= 2% (cos(1257) + i sin(1257)).

Kot zmanjsamo za veckratnik 2m:
125m =62 - 27 4+ 7.

Zato je
cos(1257m) = cosm = —1, sin(1257) = sinm = 0.
Sledi
4% = 2%(=1+0i) = |—2% + 0
[Pokaéi, da je izraz % realno Stevilo, ¢e sta z; in zo kompleksni Stevili za kateri velja |z1| = |z2] = 1. ]
RESITEV

Resitev. Najprej opozorimo, da mora veljati
L+ 2120 #0,

sicer izraz ni definiran. Trditev torej dokazemo ob tem pogoju.

Oznac¢imo
21 + Z9

B 1+ Z1%9 ’
Pokazali bomo, da je w = w. To pomeni, da je w realno stevilo.
1. Uporabimo pogoja |z1| = |z = 1.

Za vsako kompleksno stevilo z velja

2Z = |z]*
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Zato dobimo

2121 = 1, 2929 = 1.

Stevili 21 in 25 sta nenicelni, zato lahko delimo:

2. Izracunamo konjugirano stevilo izraza w.

Uporabimo lastnosti konjugiranja:

UFtv=T+7T, TUU=7un, (—):

_ (21+Z2)
W= |—-—
1+2122
1+ 22
1+z217z

SRS

Sledi

Ulomka v Stevcu seStejemo, imenovalec pa zapisemo s skupnim imenovalcem:

z1+ 29

_ VAR
W= 122
1+2’122

2122

Ker je z129 # 0, lahko Stevec in imenovalec pomnozimo z z12,. Dobimo

st
W=——""=Ww
1+2122

3. Sklep.

Kompleksno stevilo je realno natanko tedaj, ko je enako svojemu konjugiranemu stevilu.

pokazali W = w, velja

z1+ 29

—— € R, ce je 1 0.
T Cejel+ 2120 #

Ker smo
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e N\
Poiscite vsa naravna tevila n, za katera je stevilo (1 + iv/3)"

a) pozitivno realno stevilo; c) Cisto imaginarno Stevilo.

b) negativno realno stevilo;
A J

RESITEV

Resitev. Najprej stevilo 1 + i1/3 zapiSemo v polarni obliki. Njegov modul je

r=4/12+ (V3)2 =2.

Stevilo lezi v prvem kvadrantu. Ker velja

s 1 T V3

Ccos — = —, sin - = —,
3 2 3 2

dobimo

1+i\/§:2<cos%+ising>.

Po De Moivrovi formuli je

(1+iV3)"=2" (cosn% + isin %) :

Ker je 2" > 0, je vrsta dobljenega stevila odvisna od kota .

V nadaljevanju uporabljamo dogovor N = {1,2,3,...}.

a) Pozitivno realno sStevilo.

Stevilo je pozitivno realno, ¢e je njegov imaginarni del enak ni¢, realni del pa pozitiven. Zato
mora veljati
nm

sin?:& cos% > 0.

Oba pogoja sta izpolnjena natanko tedaj, ko je kot celostevilski veckratnik 27:

n?ﬂ:%ﬂ, ke

Od tod dobimo

Ker mora bitin > 1, je k > 1.

Torej so resitve

n e {6,12,18,24,...}.
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Za te vrednosti velja

(1+3V3)" =2"> 0.

Negativno realno stevilo.

Tokrat mora biti imaginarni del enak nic, realni del pa negativen:

nmw nmw
sin— =20 cos — < 0.
3 ’ 3

To velja natanko tedaj, ko je kot lihostevilski veckratnik stevila :

Zato je

%T:(Qk—l—l)ﬁ, ke

n=3(2k+1) = 6k + 3.

Pogoj n > 1 pomeni k > 0.

Torej so resitve

ne{3,9,15,21,...}.

Za te vrednosti velja

(1+4V3)" = —2" < 0.

Cisto imaginarno stevilo.

Cisto imaginarno stevilo ima realni del enak ni¢ in imaginarni del razlicen od ni¢. Zato bi moralo

veljati

nm
— =0
COS 3

Kosinus je enak ni¢ natanko pri kotih

"_T kr, kel

6

Enac¢bo pomnozimo s —:
T

2n = 3 + 6k.

Leva stran je sodo stevilo, desna stran pa liho stevilo. To ni mogoce.

Zato

ni naravnega sStevila n, za katero je izraz ¢isto imaginaren.
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V mnozici C resi enacbe:

(a) 28 =1, (b) 2* = -8+ 8V/3i, (c) 22— (1—4i)z2—5—5i = 0.

RESITEV

Resitev.

(a) Enacba 25 = 1.

Stevilo 1 zapisemo v polarni obliki:

1 =cos0+ isin0.

[s¢emo vse Seste korene stevila 1. Uporabimo formulo

2k 2k
zk:cos<%)+isin<%), k=0,1,...,5.

krm .. km
zk:cos?—i—zsm—.

3

Torej velja

Vstavimo vseh Sest vrednosti k:

zg =cos0+¢sin0 =1,

T T 1 3.

21:COS§+iSin§=§—I—72,

2 2 1 3
22:cos§+isin?ﬂ:—§+\/7_i,
z3 =cosT +isinm = —1,

47r+,' 47 1 V3.
Z4 =C0S— +is8in— = —— — —1
! 3 3 2 2
z —cos5—7r+z'sh(157r—1 \/gz

) 3 2 2

Sklep. Mnozica vseh resitev je

V3

1 V3. 1 3 1 1
1,—+£¢, ——+£¢, —1, —= i,——ﬁi .
22 22 2 272 2

Vseh Sest resitev lezi na enotski kroznici. Tvorijo oglis¢a pravilnega sestkotnika.

(b) Enacba z* = —8 + 8V/3 .
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Najprej desno stran zapisemo v polarni obliki. Izra¢cunamo njen modul:

r=1/(=8)2+ (8v3)? = V61 + 192 = 16.

Realni del je negativen, imaginarni del pa pozitiven. Zato je stevilo v drugem kvadrantu.

Pripadajoci kot a v prvem kvadrantu dolo¢a enacba

tana = — =

Zato velja

2 2
_8+8V3i=16 (cos?ﬂ +z’sin§>.

Modul vsakega Cetrtega korena je /16 = 2. Po formuli za korene dobimo

2 2
L4+ 2km 4 2k
2 =2 (cos <3T> + isin <3T>>
k k
—9 <cos <%+§> +isin (%Jr?”)) k=0,1,2,3.

Izracunamo vse Stiri korene:

Sklep. Mnozica vseh resitev je

(VB+i, —1+V3i, —V3—i, 1-V3i}.

(c) Enacba z? — (1 — 4i)z — 5 — 5i = 0.
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Uporabimo formulo za resitvi kvadratne enacbe. Koeficienti so

a=1 b=—(1-4)=—1+4i, c¢=—5-D5i

Najprej izracunamo diskriminanto:

D =b* — dac = (=1 + 4i)* — 4(—5 — 5i)
=1 — 8i 4 16i* + 20 + 20i
=1—8i— 164 20 + 20i
=5+ 12i.

Nato poiscemo kvadratna korena diskriminante.

Is¢emo stevilo w = u + v, kjer sta u,v € R, za katero velja

w® =5+ 12i.
Razsirimo kvadrat:
(u +iv)? = u? —v* + 2uvi.
Primerjamo realna in imaginarna dela:
2 2

u® —v° =9, 2uv = 12.
Iz modulov obeh strani enac¢be w? = 5 + 12i dobimo Se
u? 40 = |w|* = |w?| = |5 + 12i] = V25 + 144 = 13.

Zato velja
P =13+5=18 = u?=9,
202 =13-5=8 — 1*=4.

Ker je wv = 6 > 0, imata u in v enak predznak. Kvadratna korena diskriminante sta torej

w=3+ 20 in w=—3 — 21.

Uporabimo formulo za reSitvi:

L 1—did(3+2i)

2
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Pri predznaku + dobimo

1—4i+3+20 4-2 9_
—= = — — 1.
2 2

<1
Pri predznaku — dobimo

1—4i—3-2 —2—6
2 = ! - = 11— 3

Sklep. Resitvi sta

21:2—7;, 22:—1—3i.

Preverjanje. Njuna vsota in produkt sta
21+ 29 = 1-— 42,

212 = (2— i) (=1 —3i) = =2 — 6i +i + 3i* = =5 — bi.

Zato lahko zacetni polinom razcepimo:

2= (1—4i)z=5-5i= (2= (2—1)) (2 — (~1 = 3i)).

( N\
Poiscite vse kompleksne resitve naslednjih enach.

A= (—V3+i)¢ = (—v3+1i)d

Student predlaga, da izraz \/(—+/3 + i)® poenostavimo v 1/(—+/3 + i)3. Preverite, ali s tem dobimo

vse vrednosti prvotnega izraza. Ce jih ne, dolocite, katere vrednosti izpustimo.

(&

RESITEV

Resitev.

Najprej stevilo —v/3 4 i zapiSemo v polarni obliki. Njegov modul je
r=v(-V3)2+12=2

Stevilo lezi v drugem kvadrantu. Pripadajoci kot v prvem kvadrantu je 7/6, zato je njegov argument
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Torej velja
5 )
—V3+i=2 (cosl+isin£> .
6 6
a) Resimo enaébo 2* = (—/3 +i)S.

Najprej izracunamo desno stran. Po De Moivrovi formuli dobimo

= (0 ) ion o)

= 64(005(5%) + isin(57r)>
= —64.

Zacetna enacba je zato enakovredna enachbi
2t = —64.

Stevilo —64 ima modul 64 in argument 7. Njegovi etrti koreni so

2k 2k
zk:\4/64<cos7r+4 7T—{—z‘silr17r+4 7T>, k=0,1,2,3.

Ker je V64 = 2\/5, dobimo

Mnozica vseh resitev je

{2420, =2+ 2, -2 —2i, 2 — 2i}.

b) ReSimo ena&bo v? = (—/3 +1)°.

Najprej izracunamo desno stran:

(—V3+i)? =23 (cos (3-5%>+isin <35%>)
—8( 5—7T—|-' in5—7T>
=8 (cos - Fisin 3
= &i.
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Torej resujemo enacho

v? = 8i.

Stevilo 8 ima modul 8 in argument 7/2. Njegova kvadratna korena sta
>+ 2k 5+ 2k
Uk:\/§<COSQT7T+Z'SiHQTﬂ->, kE=0,1.

Zato dobimo
vy = 22 (cos— + ¢ sin ) 2+ 24,

om

4

>:—2—2i.

{2+2i, —2 — 2},

5
Uy —2\/_<COS—7T+ZSI

Mnozica vseh resitev je

Preverimo studentovo poenostavitev.

Pri tej nalogi s korenskim zapisom razumemo vse kompleksne korene, ne samo ene izbrane

vrednosti.

Oznac¢imo

= (—V3+i) =
Tedaj je

(—V3+1)° =
Prvotni izraz zato predstavlja vse resitve enacbe

A= A%

To enacbo razcepimo:
A-A=0 = (FP-A)EF+A)=0.

Zato imamo dve mozZnosti:

2=A ali 2>=-A.

Studentov izraz v/ A uposteva samo prvo moznost, torej enacbo
2* = 8i.

Tako dobimo samo vrednosti
2+ in — 2 — 2i.
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Izpustimo pa resitvi druge enacbe,

22 = —8i.

Ti sta
2+ in 2 — 21,

saj velja
(—2+2i)? = —8i,  (2—2i)*= 8.

Sklep. S predlagano poenostavitvijo ne dobimo vseh vrednosti prvotnega izraza.

natanko vrednosti

—2+2 in 2-—2i

Izpustimo

p
Naj bo v = —% + ‘/731 Kompleksna stevila dolo¢imo rekurzivno s predpisoma

7 =1+, Zn+1:m zan > 1.
Dokazite, da za vsak n € N velja
1, ce je n liho,
1, Ce jen sodo.

Sklepajte, da za vsak n € N velja 25 = 1.

(&

RESITEV

Pokazali bomo, da se v zaporedju izmenjujeta stevili

V3,

P

1
a + 7, 5

2 2
Opazimo, da velja @ = b in b = a.

1. Izracunamo, kako rekurzivni predpis deluje na a in b.
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Najprej izracunamo kvadrat stevila a:

1
.t
2 2
Zato je
1 3
1+a2—§+§i:a.
Po konjugiranju dobimo
14+a*=0b
Podobno velja
VAN
- — —1
2

1 V3,
=5 o "
Torej je /
1 3.
1+b2:§—7@:b,
zato
1+ =a

Rekurzivni predpis torej stevilo a spremeni v b, stevilo b pa v a.

2. Trditev dokazemo z matematic¢no indukcijo.

Zacetni korak. Za n = 1 izra¢unamo

3
z1:1—|—v:1—§ —I—giza.

1 3
+§@-

N | —

Ker je 1 liho stevilo, trditev velja.

Indukcijska predpostavka. Predpostavimo, da za neki n > 1 velja

a, ce jen liho,

b, ce je n sodo.
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Indukcijski korak. Pokazati moramo, da ustrezna formula velja tudi za z,,;. Obravnavamo dve

moznosti.

« Ce je n liho, je po indukecijski predpostavki z, = a. Zato velja

Znr1=14+22=1+a?>=0D.

Ker je n + 1 sodo stevilo, dobimo zahtevano vrednost.

« Ce je n sodo, je po indukcijski predpostavki z, = b. Zato velja

Znp1=14+22=1+0b=a.

Ker je n + 1 liho Stevilo, tudi v tem primeru dobimo zahtevano vrednost.

Sklep. Po matemati¢ni indukciji za vsak n > 1 velja

+ 1, Ce je n liho,

Zn =

N = N =
\] \V]
R

1, Ce je n sodo.

3. Dokazemo Se, da je 28 = 1.

Obe mozni vrednosti imata modul 1. Njuna polarna zapisa sta

7T+, T b 57T+, Y
a = CcosS — + 7sin — = cos — +¢sin —.
3 3’ 3 3

Po De Moivrovi formuli dobimo
6 T . m .
a’ = cos (6 . g) + isin <6 : g) = cos(2m) +isin(27) =1

in

b® = cos (6 : %T) + isin (6 : 5%) = cos(107) 4 isin(107) = 1.

Ker je vsak ¢len z, enak bodisi a bodisi b, sledi

25 =1 za vsak n € N.
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Analiza 1

Dodatne Vaje 1-3
Resitve

( N\
Dokazite, da za vsa naravna stevila n > 1 veljata enakosti:

(@) 1+3+5+...+(2n—1) =n?

(b) 3+11+194...+ (8n —5) = 4n® — n.

- J/

RESITEV

Obe enakosti bomo dokazali z matemati¢no indukcijo po n.

1. Dokaz enakosti
14+3+5+...4+(2n—1)=n%

Oznac¢imo s P(n) trditev, da je vsota prvih n lihih naravnih Stevil enaka n?.

Zacetni korak. Za n = 1 dobimo
1=12

Torej trditev P(1) velja.

Indukcijski korak. Predpostavimo, da za neko naravno stevilo k& velja
1+3+5+...+(2k—1) =k
Dokazati moramo, da velja
1+3+5+...+2k—1)+ 2k +1) = (k+ 1)
Po indukcijski predpostavki je

1434+5+...+2k—1)+2k+1) =k + (2k+1)
= (k+1)%

Torej velja P(k + 1). Po nacelu matematicne indukcije velja prva enakost za vsako naravno stevilo
n>1.



2. Dokaz enakosti
3+11+19+...+ (8n —5) =4n®> —n.

Oznac¢imo s Q(n) trditev, da je vsota prvih n ¢lenov zaporedja 3,11,19,. .. enaka 4n? — n.

Zacetni korak. Za n = 1 dobimo
3=4-12-1=3.

Torej trditev Q(1) velja.

Indukcijski korak. Predpostavimo, da za neko naravno stevilo & velja
3+11+19+...+ (8k —5) = 4k* — k.

Naslednji ¢len zaporedja je
8(k+1)—5=8k+3.

Zato je vsota prvih k + 1 ¢lenov
3+11+19+4...+ (8k—5)+ (8k +3) = 4k* — k + 8k + 3

=4k> + Tk +3
=4(k+1)* = (k+1).

Torej velja Q(k+1). Po nacelu matematic¢ne indukcije velja tudi druga enakost za vsako naravno stevilo
n>1.

14+3+5+...+@2n—1)=n%  3+11+19+...+Bn—5)=4n’—n

Dokazite, da za vsa naravna stevila n > 4 velja neenakost

2" < nl.
RESITEV
Dokazali bomo z matemati¢no indukcijo po n.
Oznacimo s P(n) trditev
P(n) : 2" < n!

Zacetni korak. Za n = 4 dobimo
21 =16 < 24 = 41




Torej trditev P(4) velja.

Indukcijski korak. Predpostavimo, da za neko naravno stevilo k > 4 velja P(k), torej
2k < k.
Dokazati moramo, da velja tudi P(k + 1). Pomnozimo indukcijsko neenakost z 2:
2F < 2k,
Ker je k > 4, velja 2 < k+ 1. Zato
2k! < (k+ DE! = (K + 1)L

Skupaj dobimo
M < (B + 1)\,
Torej velja P(k + 1).

Ker velja zacetni korak in ker iz veljavnosti P(k) sledi veljavnost P(k + 1), po nacelu matematicne

indukcije za vsa naravna stevila n > 4 velja

g

Izpeljite formulo za stevilo diagonal konveksnega n-kotnika, kjer je n > 4, in jo nato dokazite s

popolno matematic¢no indukcijo.

RESITEV

Oznacimo s D,, stevilo diagonal konveksnega n-kotnika.

Izpeljava formule. Iz vsakega oglis¢a lahko potegnemo diagonale do n — 3 drugih oglis¢. Sosednji

oglis¢i sta namre¢ povezani s stranico, izbranega oglis¢a pa ne Stejemo.

Ce Stejemo diagonale iz vseh n oglis¢, dobimo n(n — 3). Pri tem smo vsako diagonalo Steli dvakrat:

enkrat pri vsakem od njenih dveh krajis¢. Zato je stevilo diagonal

n(n—?)).

D, =
2

Dokaz formule z matemati¢no indukcijo.




Oznacimo s P(n) trditev

Zacetni korak. Za n = 4 ima konveksni sStirikotnik natanko dve diagonali. Formula da

A4 —3)
2

=2.

Torej trditev P(4) velja.

Indukcijska predpostavka. Predpostavimo, da za neko naravno Stevilo £ > 4 velja

k(k — 3)

Dy ==

Dokazati moramo, da velja tudi
(k+1)(k—2)
5 )

Dk+1 =

Indukcijski korak. Konveksni (k + 1)-kotnik dobimo iz konveksnega k-kotnika tako, da dodamo eno
oglis¢e. Pri tem se ena stranica k-kotnika spremeni v diagonalo (k + 1)-kotnika. Novo oglisce pa je

povezano z diagonalo z vsakim od k — 2 oglis¢, ki mu niso sosednja.

Zato dodamo skupaj 1 + (k — 2) = k — 1 novih diagonal. Torej je
Dk+1 — Dk + (k — ].)

Po indukcijski predpostavki dobimo

Dk+1zw+k—l
K —3k+2k -2
N 2
K=k -2
B 2
(k1) (k—2)
2

To je prav formula, ki jo zelimo dokazati za (k + 1)-kotnik. Torej iz P(k) sledi P(k + 1).

Ker velja zacetni korak in ker iz veljavnosti P(k) sledi veljavnost P(k + 1), po nacelu matematicne

indukcije za vsak n > 4 velja




( 2\
Pokazite, da za vsako naravno stevilo n velja:

(a) 35" +2n,

(b) 7|97 — 2.

A J

RESITEV

Obe trditvi bomo dokazali z matemati¢no indukcijo po n.

1. Dokaz trditve 3 | 5" + 2",
Oznacimo z P(n) trditev
P(n): 3|5 +27t,
Zacetni korak. Za n =1 dobimo
5'+2 =5+4=09
Ker je 9 = 3- 3, velja P(1).

Indukcijski korak. Predpostavimo, da za neko naravno stevilo & velja P(k), torej da je 5% 4 2k+1

deljivo s 3. Dokazati moramo, da je s 3 deljivo tudi 551 4- 2¥+2 Izraz preoblikujemo:

5k+1 4 2k+2 =5. 5k + 2. 2k+1
— 5(5k 4 2k+1) —-3. 2k+1'

Po indukcijski predpostavki je prvi ¢len deljiv s 3, drugi ¢len pa je oc¢itno deljiv s 3. Zato je s 3 deljiva

tudi njuna razlika. Torej velja P(k + 1).

Po nacelu matemati¢ne indukcije za vsako naravno stevilo n > 1 velja

3] 5" 42"+,

2. Dokaz trditve 7| 9" — 2".

Oznacimo z Q(n) trditev
Q(n) : 719" 2"

Zacetni korak. Za n =1 dobimo
9t —2'=9-2=T1.
Ker je 7 deljivo s 7, velja Q(1).

Indukcijski korak. Predpostavimo, da za neko naravno stevilo k velja Q(k), torej da je 9% — 2% deljivo




s 7. Dokazati moramo, da je s 7 deljivo tudi 9¥+! — 251 Izraz preoblikujemo:

9k+1_2k+1:9'9k_2'2k
:9@k—ﬁ)+7a@

Po indukcijski predpostavki je prvi ¢len deljiv s 7, drugi ¢len pa je ocitno deljiv s 7. Zato je s 7 deljiva

tudi njuna vsota. Torej velja Q(k + 1).

Po nacelu matemati¢ne indukcije za vsako naravno stevilo n > 1 velja

7]9" - 2n,

3|5 +2"*  in T|9"—2"

za vsako naravno Stevilo n > 1.

OJ
( N\
Naj bo n naravno stevilo. Pokazite, da sta
n+1
n++/n  in
n
iracionalni stevili.
. J

RESITEV

Dokazali bomo, da nobeno od danih Stevil ni racionalno.

1. stevilo. Predpostavimo, da je

q=+\/n++vn

racionalno stevilo. Potem velja

Vn=¢ —n.

Desna stran je racionalna, zato je tudi y/n racionalno Stevilo. Ker je n naravno Stevilo, mora biti tedaj

V/n naravno Stevilo. Oznacimo ga z m, torej je n = m?.

Zdaj dobimo
F=n++vn=m>+m.




Stevilo m? + m je celo, zato je tudi racionalno $tevilo ¢ celo stevilo. Toda za m > 1 velja
m* <m®>+m < (m+1)%

saj je
(m+1)2=m?*+2m+1>m>+m.

Torej je ¢? strogo med kvadratoma dveh zaporednih naravnih $tevil, kar je nemogoce. Zato je

n-+/n

iracionalno stevilo.

2. stevilo. Predpostavimo, da je
n+1
n

racionalno Stevilo. Zapisemo ga kot ulomek ¢ v okrajsani obliki, kjer sta a,b € N. Tedaj velja

a> n+1

[

Ker sta n in n + 1 tuji si stevili, sta ulomka na obeh straneh okrajsana. Zato mora veljati
a>=n+1 in b =n.
Torej sta n in n + 1 kvadrata naravnih stevil. Ce zapiSemo n = b% in n + 1 = a2, dobimo
a? — b =1,

zato
(a—b)(a+b) =1.

Ker je a > b > 1, sta oba faktorja pozitivni celi stevili, pri ¢emer je a + b > 3. Njun produkt zato ne

more biti 1. To je protislovje.

Zato je tudi

iracionalno stevilo.




Naj bosta k,m € N. Ce je
1
; (\/k: +4y/m — \/E> €z

dokazite, da je vk racionalno stevilo.

RESITEV

Oznacimo

=L (Vi vR).

Po predpostavki je r € Z. Ker je m > 1, je \/k + 4/m > V'k, zato je r > 0.

VEk +4vm = Vk + 2r.

k+4vm = (Vk + 2r)?
=k +4rvVk + 4r*.

Iz definicije stevila r sledi

Kvadriramo obe strani:

Po odstevanju k in deljenju s 4 dobimo
vm =rVk+ 12
Se enkrat kvadriramo:
m = (rVEk+r2)? =1k + 2°Vk + 1.
Od tod izrazimo Vk:
Vi — m —r2k —rt

23

Stevila m, 7, k so cela in  # 0, zato je desna stran racionalno stevilo. Torej je

VEk € Q.

[ Dolocite vsa naravna Stevila n € N, za katera sta y/n in /n + 2022 naravni Stevili.

RESITEV

Predpostavimo, da tako stevilo n obstaja. Potem sta n in n + 2022 popolna kvadrata.

Najprej opazimo, da pri deljenju s 4 kvadrat naravnega stevila vedno pusti ostanek 0 ali 1:

(2r)2 =4 in (2r+1)? =47 +4r + 1.




Zato noben popoln kvadrat pri deljenju s 4 ne more pustiti ostanka 2 ali 3.
Zdaj pogledamo dve moznosti za kvadrat n.
« Ceima n pri deljenju s 4 ostanek 0, potem ima n+2022 ostanek 2, saj ima 2022 ostanek 2. Stevilo
n + 2022 zato ne more biti popoln kvadrat.
« Ceima n pri deljenju s 4 ostanek 1, potem ima n + 2022 ostanek 3. Tudi v tem primeru n + 2022

ne more biti popoln kvadrat.

V obeh primerih pridemo do protislovja s predpostavko, da je n + 2022 popoln kvadrat. Zato taksno

naravno stevilo n ne obstaja:

|Ni takih naravnih stevil n. |

[Pokaiite, da v/3 4+ /19 ni racionalno stevilo. }

RESITEV

Dokazujemo s protislovjem. Predpostavimo, da je
g=V3+V19

racionalno stevilo. Kvadriramo obe strani:

¢* = (V3 +V19)?
=34+2V57+19
=22 + 2¢/57.

Od tod sledi

2

q° — 22

VOT = .
2

Ker je ¢ € Q, bi bilo tudi v/57 racionalno stevilo. To je protislovje, saj 57 ni popoln kvadrat, zato je
V57 iracionalno.

Zato velja

V3+vV19¢ Q.




[Pokaiite, da v/2 + /3 ni racionalno $tevilo. }

RESITEV

Dokazujemo s protislovjem. Predpostavimo, da je
q=v2+V3

racionalno stevilo. Ker sta oba sestevanca pozitivna, je ¢ > 0.

Iz enakosti /3 = q— /2 kubiramo obe strani:

3=(q—V2)°
=" = 3¢°V2+6¢—2V2
= ¢* + 6q — (3¢* +2)V2.

Od tod sledi 36 5
q q—

Q=
V2 3 + 2

Ker je ¢ € Q in 3¢> +2 > 0, bi bilo tudi v/2 racionalno tevilo. To je protislovie, saj je v/2 iracionalno.

Zato velja

V2+ V3¢ Q.

Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum dane mnozice, ¢e obstajajo:

1
A={1-~ .
{1-—|neN}

RESITEV

Naj bo
A:{1—1|nEN}, n>1.
n

Za vsak n > 1 velja
031—1<1.
n

Zato je 0 spodnja meja, 1 pa zgornja meja mnozice A.

Infimum in minimum. Pri n = 1 dobimo




torej je 0 € A. Ker je 0 spodnja meja in hkrati element mnozice A, je najmanjsi element mnozice A.
Zato
inf A=minA = 0.

Supremum. Pokazimo, da je 1 najmanjSa zgornja meja mnozice A. Naj bo ¢ < 1. Ker potence stevila

10 neomejeno narascajo, lahko izberemo N € N tako veliko, da velja

1
N > T
Tedaj je
%<1—c,
zato .
1—N>c.

Ker je 1 — % € A, stevilo ¢ ni zgornja meja mnozice A. Tako nobeno stevilo, manjse od 1, ni zgornja

meja. Ker je 1 zgornja meja, dobimo

sup A = 1.
Mnozica A nima maksimuma. Res, naj bo
1
r=1——€A
n
Potem je
1 1
- >1—-——=u.
n+1 n
Ker je tudi 1 — -~ € A, stevilo = ni najvecji element mnozice A. To velja za vsak = € A, zato

n+1
maksimum ne obstaja.

inf A=min A =0, supA =1, max A ne obstaja.

Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum dane mnozice, ¢e obstajajo:

B = {2* — 8z | x > 0}.

RESITEV

Naj bo B = {z* — 8z | x > 0}. Izraz preoblikujemo z dopolnjevanjem do popolnega kvadrata:

v? — 8x = (v — 4)* — 16.

11



Ker je (z —4)? > 0, za vsak = > 0 velja
z® — 8z > —16.
Enakost velja pri x = 4, zato je —16 € B. Tako je —16 najmanjsi element mnozice B, zato

inf B=minB = —16.

Supremum. Pokazimo, da mnozica B nima zgornje meje. Naj bo ¢ € R. Izberimo

x =84 /|| + 1.

Tedaj je x > 0 in

22 — 81 = (8+\/]c|+1)2—8<8+\/|c\+1> =] +1+8/]c| +1>c

Torej ¢ ni zgornja meja mnozice B. Ker to velja za vsako realno stevilo ¢, mnozica B nima supremuma

v R in nima maksimuma.

inf B = min B = —16, sup B ne obstaja, max B ne obstaja.
O
Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum dane mnozice, ¢e obstajajo:
C={z|2*<19}.
RESITEV
Naj bo C = {x € R | 2?2 < 19}. Ker je 2 < 19 natanko tedaj, ko velja
—V19 < 2 < V19,
lahko mnozico C' zapisemo kot
C = [-V19,V19).
Zato je —v/19 najmanjsi element mnozice C, /19 pa njen najvecji element. Torej velja
inf C' = min C' = —/19, sup C' = max C' = V/19.
O

12



Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum dane mnozice, ¢e obstajajo:

A={z€(0,2) | x ima v decimalnem zapisu vsaj eno enko }.

RESITEV

Naj bo

A= {2 €(0,2) | x ima v decimalnem zapisu vsaj eno enko} .

Ker za vsak © € A velja 0 < z < 2, je 0 spodnja meja, 2 pa zgornja meja mnozice A.

Infimum. Za vsako naravno Stevilo n > 1 definiramo

1

Na primer,
x1 = 0,1, x9 = 0,01, x3 = 0,001.

Vsako stevilo z,, ima v decimalnem zapisu stevko 1, zato je z, € A.

Pokazimo, da je 0 najvecja spodnja meja mnozice A. Naj bo ¢ > 0. Ker potence stevila 10 neomejeno

narascajo, lahko izberemo N € N, da velja

Zato je

ry=—= <c

Ker je xn € A, stevilo ¢ ni spodnja meja mnozice A. Tako nobeno pozitivno Stevilo ni spodnja meja.
Ker je 0 spodnja meja, dobimo
inf A =0.

Mnozica A nima minimuma. Res, naj bo x € A. Potem je x > 0. Izberemo n € N tako veliko, da velja

1
10" > —.
xXr

Tedaj je
1
Ker je x, € A, stevilo  ni najmanjsi element mnozice A. To velja za vsak © € A, zato minimum ne

obstaja.

13



Supremum. Za vsako naravno stevilo n > 1 definiramo

1

—o
Y 107

Na primer,
Y1 = 1,9, Y2 = 1,99, Ys = 1,999
Vsako stevilo y,, ima v decimalnem zapisu Stevko 1 pred decimalno vejico, zato je y, € A.

Pokazimo, da je 2 najmanjsa zgornja meja mnozice A. Naj bo ¢ < 2. Izberemo N € N tako veliko, da

velja
1
10V > .
2—c
Tedaj je
1
10_N <2 C,
zato

1
yNZQ—lo—N>C

Ker je yny € A, stevilo ¢ ni zgornja meja mnozice A. Tako nobeno stevilo, manjse od 2, ni zgornja meja.
Ker je 2 zgornja meja, dobimo

sup A = 2.

Mnozica A nima maksimuma. Res, naj bo x € A. Potem je x < 2. Izberemo n € N tako veliko, da
velja
10™ >

2—x
Tedaj je

1
2 — >
Y T

Ker je y, € A, stevilo x ni najvecji element mnozice A. To velja za vsak x € A, zato maksimum ne

obstaja.

inf A =0, sup A = 2, min A ne obstaja, max A ne obstaja.
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